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摘要：为了研究股票质押贷款的定价问题，建立随机利率条件下股票价格变化的模型，并通过双变量的生

死过程来离散逼近股票价格的连续变化过程。具体来说，对股票价格的对数变化过程采用矩匹配来进行逼

近；对利率变化过程则按照 Ehrenfest 过程进行逼近。在此基础上，采用单值化过程的数值分析技术计算

股票价格迁移概率，从而得到股票估值及质押率的计算值。数值计算的结果表明，计算方法简单有效，贷

款定价结果合理。在给定贷款期限下，质押率的计算结果表现出一定程度的稳定性。 
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一、 引言 

股票质押贷款（Stock Loan）是以股票为质押物发放贷款的一种形式，如果出质方没有

发生违约行为，则到期后可解除质押并收回股票。股票质押贷款的期限一般为短期（即一年

以下），采用一次性还本付息或分期还本付息的方式。经银行同意，贷款也可以提前归还本

息，但提前归还需要缴纳违约金。在实际市场中，质押的股票有上市公司流通股、限售股和

非上市公司股票等。 

国外对股票质押贷款的定价研究起源于 Xia 和 Zhou（2007）[8]。他们将股票质押贷款

看成是一种执行价格随时间变化的美式期权，并假设无风险利率为常数、期权的期限为永久

限期，采用 B-S 模型的框架给出了最优停止时间的解析解，从而得到相关的定价参数。Liang , 

Wu 和 Jiang (2010)
 [9]

 提出了一种有自动终止功能的股票质押贷款并得到相关定价参数的

解析解，但期权的期限仍然被假设为永久期限。Wong 和 Wong (2013)
 [10]

 也在永久期限美

式期权的框架下，采用位相型 Levy 模型表示股票价格的跳跃过程，给出了股票质押贷款定

价的解析解。Cai 和 Sun (2014)
 [11]将质押股票价格的变化描述成超指数的跳跃过程，分别

研究了贷款期为永久期限和有限期限情况下美式期权的解析解和数值解。关于固定期限的股

票质押贷款的定价研究大部分在不同红利分布的假设下进行了数值计算。Dai 和 Xu (2011)
 

[12]在 Xia 和 Zhou（2007）[5]的基础上考虑质押期间股票红利的几种归属情况，分析了有限

期限的美式期权情况下股票质押贷款的还款边界的性质。Lu 和 Putri (2015)
 [13]用拉普拉斯

变换方法对不同红利分布下的股票质押贷款进行了定价。Pascucci 等 (2013)
 [14]也考虑了股

票质押期间红利的归属情况，首次对股票质押贷款的 PDE 方程进行了数值分析。还有些股

票质押贷款的定价研究设计了更复杂的模型来进行计算。Prager 和 Zhang (2010)
 [15]

 针对欧

式期权下布朗运动与均值回归之间的状态转换提出了定价模型。Grasselli 和 Gomez (2013) 
[16]在不完全市场假设下采用 PSOR 方法对股票质押贷款定价问题进行数值计算。Lu 和 Putri 

(2016) 
[17]运用移动边界的原理对类似美式敲出期权的固定期限股票质押贷款进行了定价建

模。Wong 和 Wong (2012)
 [18]给出了随机波动率模型下永久期限股票质押贷款定价的解析

解，其中的波动率模型为快速均值回归方程的形式。这个快速均值回归形式的随机模型也被

用于利率衍生品的定价中，比如 Wong 和 Zhao (2011)
 [19]

, Cotton 和 Fouque 等(2004)
 [20]。

Chen, Xu 和 Zhu (2015)
 [21]首次在随机利率的框架下对股票质押贷款进行了评估。  

国内关于股票质押贷款定价的研究以实际的股票质押贷款为研究对象，主要采用 VaR

方法度量贷款风险（比如：范英等（2003）[1]、王志诚（2003）[2]），确定在给定置信度下的

股票质押率。黄莉(2013)
[3]通过简单正态法下的 VaR 对国内信托公司的质押率进行测算，发
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现上市时间相对较短且平均年化收益率高的股票其质押率普遍较高。张旭(2015) 
[4]通过 VaR

测算新三板企业股权质押贷款的定价，证实 VaR 方法能够反映股票质押贷款的综合风险。

也有采用现代的信用风险度量模型对股票质押贷款的风险进行衡量。王志诚（2004）[5]采用

期权定价原理分析了抵押贷款的信用风险；李毅学等（2006）[6]根据约化模型的思路，假定

借款人的违约概率是外生给定，给出了一定风险容忍水平下银行承受的最大损失的基本模

型，但是并没有进行数值计算。齐二石和马姗姗等（2008）[7]采用莫顿信用风险结构模型，

并结合 Copula 函数分析了质押贷款定价变化对银行的损失。 

综上所述，自 Xia 和 Zhou（2007）[8]以来股票质押贷款的定价研究有了很大的发展，

但是近年来的文献中除 Chen, Xu 和 Zhu (2015)
 [21]以外无风险利率通常被设定为常数，贷款

期限也通常被设定为永久期限或较长期限，与实际情况不符。因此，本文将以短期的股票质

押贷款为研究对象。由于市场利率对股票质押贷款的价格有很大的影响，不同于前述文献，

本文假设无风险利率随时间变化。为了突出重点及计算的便利，本文仅考虑到期归还本息的

情形。由于分期还本付息可以看成是一次性还本付息的组合，本文的结论也可以拓展到分期

还本付息的情形。由于上市公司的流通股持有面广、价格公开和流动性强等特点，本文仅考

虑将上市公司的流通股进行质押情况。 

本文的其余结构由以下几个部分构成。第二部分介绍了随机利率条件下股价变化模型的

构建及对其的离散逼近，第三部分根据 Keilson（1979）[22]的单值化过程数值分析技术提出

股价迁移概率的计算方法，第四部分将数值计算方法用于股票质押贷款内嵌期权的定价及质

押率计算，最后一部分对全文作了总结。 

二、  模型构建及其离散逼近 

（一）随机利率下股价变化模型的构建 

考虑随机利率条件下股票价格变化的双变量过程 ( ), ( )S t r t 。假设在风险中性测度下，

股票价格 ( )S t 的变化服从如下扩散过程： 

              1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

s
dS t r t S t dt S t dW t                             （1） 

其中 ( )r t 为短期无风险利率， s
 表示股票价格的波动率， 1

( )W t 是维纳过程。 另一方面，

将短期无风险利率 ( )r t 的扩散过程用 Vasicek 模型来描述，即  

             2
( ) ( ( )) ( )

r
dr t r t dt dW t                                 （2） 

其中 表示均值回归水平， 表示均值回归速度， r
 表示 ( )r t 的波动率， 2

( )W t 是维纳过

程。假设 1
( )W t 和 2

( )W t 是独立的维纳过程。 

以股票为质押物发放贷款，最重要的是对其内嵌期权的定价。为此，需要获得质押股票

的价格迁移概率。由于 ( ), ( )S t r t 为双变量的连续过程，无法获得迁移概率的解析解，需

要进行数值计算。所以，先对连续模型 ( ), ( )S t r t 进行离散逼近。 

（二）双变量连续模型的离散逼近 

通过在马尔科夫链上嵌入另一马尔科夫链的原理，用双变量的生死过程来离散逼近随机

利率下股票价格的连续变化过程。对模型（1）的对数过程采用矩匹配的方法进行离散逼近；

由于模型(2)的本质是 O-U 过程，采用 Sumita， Gotoh 和 Jin (2006)
 [23]提出的 Ehrenfest 方

法进行逼近。下面分别介绍 ( )S t 和 ( )r t 的离散逼近方法。 

1.用生死过程 ( )B t 对 ( )S t 进行离散逼近  
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对于模型（1），可以改写成 

                1
log ( ) ( ) ( )

s
d S t r t dt dW t   。                       （3） 

给定 ( )
j

r t r ，采用伊藤引理，可以将模型进一步改写成 

            

2

( ) 1
log ( ) ( ) ( )

2j

s

r t r s
d S t r dt dW t





     。                （4） 

当 0
(0)S s ，模型变为 

           

2

( ) 1 1 0
log ( ) ( ) ( ( ) - (0)) log

2j

s

r t r j s
S t r t W t W s





     。       （5） 

假设 ( )
( ) log ( )

jr t r
V t S t


 ，那么模型可以改写成 

            ( )V t 
2

1 1 0
( ) ( ( )- (0))

2

s

j s
r t W t W v


                        （6） 

其中 0 0
V(0) logv s  。 

因为 1 1
( )- (0)W t W 服从正态分布 N（0，t）, 我们可以得到 V(t)的密度函数： 

             

.

0 0

2
2

0

22

( , , ) [ ( ) (0) ]

( ( )
21

                = exp
22

def

s
j

ss

d
g v x t P V t x V v

dx

x u r t

tt





  

  
    

  

 
 
  

 。        （7） 

定义
0 0

( , , ) ( , , )
x

G v x t g v y t dy


  ，当给定 0
V(0) v ，

0
( , , )G v x t 可以采用拉盖尔变换

（Laguerre transform）来计算并得到 12 位数的精度，详细可见 Sumita 和 Kijima (1988, 1991)
 

[24,25]。 

下面通过矩匹配的方法，采用生死过程 ( )B t 对 ( )V t 进行离散逼近。考虑 ( )V t 的状态空

间子集 , v
V Begin End

R v    ，使得  ( )
V

P V t R 几乎为一。同时，引入定义在状态空间

 0,1, 2, ...,
V

N N 上 的 生 死 过 程 ( )B t ， 使 得
0

,
Begin

v v N End
v v 且

V 1
, 1, 2,...,

i i
h v v i N


   。对于给定的 ( )

j
r t r ， ( )B t 的迁移速率矩阵 ( )

V
jU 如下： 
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0

1 1

2

2

-1 1

0 ( ) 0 0 0 0

( ) 0 ( ) 0 0 0

0 ( ) 0 0 0 0

( )

0 0 0 0 ( ) 0

0 0 0 ( ) 0 ( )

0 0 0 0 ( ) 0

V

N

N N

N

u j

u j u j

u j

j

u j

u j u j

u j



 







 





 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

U  ，  （8） 

其中 ( )
i

u j


和 ( )
i

u j
 为分别为 ( )B t 在状态 V

i N 的上行和下行迁移速率。 

通过 ( )B t 和 ( )V t 一阶和二阶矩匹配，可以得到： 

         

2
2

2

2
2

2

( )
2( )

2

( )
2( )

2

s
s V j

i

V

s
s V j

i

V

h r

u j
h

h r

u j
h












 




  





 ，                                （9） 

其中  \ 0,
V

i N N ；而
2

0 2
( ) ( ) s

N

V

u j u j
h

 
  。矩匹配的详细过程可参考 Takada, Sumita 和 

Jin (2009)
 [26]。我们注意到

2

2

V

( ) ( ) ,s

i i
u j u j

h

 
  即 ( ) ( )

i i
u j u j
 

 与 i 无关，且在 s
 和 V

h 确

定的情况下为常数。需要强调的是，为了保证（9）式中 ( )
i

u j


 和 ( )
i

u j
 均为正， V

h 必须满

足
2

2

2

s

V

s
j

h

r








。 

假设 ( , , ), ,
m n m n

G i i t i i N 表示 ( )B t 在 t 时刻从状态 m
i 到状态 i（ n

i i N  ）的累积迁

移概率，那么 0
V

h  时，
0

( , , ) ( , , )
m n

G i i t G v x t ，其中 m
i  和 n

i 分别对应 ( )V t 的状态 0
v  

和 x 。 ( , , )
m n

G i i t 的计算可以参考 Gotoh, Jin 和 Sumita (2011)
 [24]。 

所 以 ， 调 整 ( )B t 的 状 态 空 间  0,1, 2,...,
V

N N 使 得 0
V

h  ， 通 过

0
( , , ) ( , , )

m n
G i i t G v x t 可以得到对 ( )V t 离散逼近的精度。当 N=500 时,可得到 4 位数的逼

近精度, 详见 Takada, Sumita 和 Jin (2009)
 [26]。 

2. Ehfenfest 过程对 ( )r t 的离散逼近 

对于 ( )r t ，也考虑其离散的状态子空间。由于 ( )r t 本质上属于 O-U 过程，根据 Sumita，

Gotoh 和 Jin(2006)
 [23]，可通过 Ehrenfest 过程来进行逼近。假设 

                2
( ) ( ) ( )

r
d X t X t d t d W t                            （10） 

那么比较（2）和（10），可以得到 ( ) ( ) ( )r t X t t  ，其中 0 0X （ ） ， 
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                  0
( ) 1- )

t t
t e r e

 




 
 （  。                        （11） 

假设 ( ) :  0N t t  为 Ehrenfest 过程，其状态空间为 0,1, 2,..., 2
r

N V ， ( )N t 的上

行和下行迁移速率分别表示如下： 

                 ( - )
2 2

m m r

m m
V m N     ， ，  。                （12） 

如果定义 ( ) :  0
N

X t t  如下： 

                  
.

( ) = ( ) -
def

r

N r

V
X t N t

V





，                      （13） 

根据 Sumita, Gotoh 和 Jin (2006)
 [23]，当  V  ， ( )

N
X t 法收敛于 ( )X t 。 

所以， ( ) ( ) ( )
N

r t X t t  。根据公式（13），那么 ( )r t 的迁移概率可以通过 Ehrenfest

过程 ( )N t 逼近得到，逼近的精度由 V 的大小保证。根据 Gotoh, Jin 和 Sumita (2011)
 [27]，

V=250 时，可得到 3 位数的逼近精度。 

三、双变量过程 ( ) ( ) 
N

B t X t， 迁移概率的数值计算 

根据上述讨论，连续时间连续状态的双变量过程 ( ), ( )V t r t 可以用连续时间离散状态

的过程 ( ) ( ) 
N

B t X t， 来逼近。 ( ) ( )
N

B t X t， 的迁移速率矩阵如下： 

0

1 1

2 1 2 -1

2

(0) 0 0 0 0 0 0 0

(1) 0 0 0 0 0 0

0 0 0 ( ) 0 0 0

0 0 0 0 0 0 (2 -1)

0 0 0 0 0 0 0 (2 )

V

V

j V j

V V V

V V

j

V

V



 

 

 





 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

U I

I U I

U I U I

I U I

I U

 （14） 

其中由 , ,
j j r

j N   由公式（12）给出， ( )
V

jU 如公式（8）所示。 

为了进行迁移概率 ( ),
i V

p t i N 的计算，引入 Keilson（1979） [22]提出的单值化过程

（Uniformization procedure）技术。首先对单值化过程技术做个简单的回顾。假设 ( )t 是定义

在状态空间  0,1, 2,..., ,M M   上的时齐的连续时间马尔科夫链，其迁移速率集合为 

 mn
 , ,m n 。那么 ( )t 的无穷小生成元Q 为 

           
D

  Q   ,                                                 (15) 

其中    1
;  ,..., ;  

mn D M m mn

n

diag    


     。 

如果存在 0   使得 m
  ，m成立，即迁移速率集合 mn

 有界，那么该过程被称

为可单值化 ( uniformizable）（见 Keilson (1979)
 [22]）。在这种情况下，对于固定的 ，可单值

化过程的转移概率矩阵 ( ) ( )
mn

t p t    可由下式给出：  
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0

( )
( ) ,

!

k

t k

v

k

t
t e

k

 




                                            (16) 

其中   是随机矩阵，其定义如下： 

    
1 1

D
 

    I                                                (17) 

所以，对于任何 sup
m

m

  ， ( )t 可以通过公式（16）计算。 

对迁移速率矩阵（14）采用单值化过程技术，可以得到 

: 0

:

: 2

(0)           0

( ) ( ) 1, 2,...2 1,

(2 ) 2

V D

D V D j j

V D V

j

j j V

V j V



 



 


    
  

U I

U U I

U I      

                          （18） 

其中
:

( )
V D

jU 是以 ( )
V

jU 的各行之和为元素的对角线矩阵。对于给定的 sup
m D

m

u u U ，

定义如下随机矩阵： 

:u :

1 1
( ) ( ) ( ) 0,1, 2,...2 ;

V V D V
j j j j V

u u
   ，I U U                         （19） 

以及

0

:

: :

2

:

0(0) -

ˆ ( ) ( )- , 1, 2,..., 2 1.

(2 ) - 2

V u

j j

V u V u

V

V u

j
u

j j j V
u

V j V
u



 



 




  






  

  

  

                         （20） 

由此，根据（14）和（17）可以得到 

0

:

1 1

:

2 1 2 1

:

2

:

ˆ (0) 0 0 0 0

ˆ (1) 0 0 0

0 0 0 0 0 0

ˆ0 0 0 (2 -1)

ˆ0 0 0 0 (2 )

V u

V u

u

V V

V u

V

V u

u

u u

V
u u

V
u



 

 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  



  

 

          （21） 

假 设
0 2

( )= ( ),..., ( ),... ( )
j V

t t t t  p p p p ， 且
0 j

( )= ( ),..., ( ),... ( )
j ij Nj

t p t p t p t
 
 
 

p ，

( ) ( ) , ( ) (0)
ij

p t P B t i N t j     p 。那么    
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0

( )
( ) (0) ( ) (0) ,

!

k

ut k

u

k

ut
t t e

k






  p p p                                 （22） 

其中 

  

1

0 : 1

1 1

1 : 1

2 1

2 1 2 :

ˆ 0(0) (0) (0)

ˆ(0) = (0) (0) ( ) (0) , 1, 2,..., 2 1

ˆ(0) (0) (2 ) 2

V u

j jk

u j j V u j

V

V V V u

jp p
u

p p j p j V
u u

p p V j V
u



 



 

 





 



   



 


p Α







。    （23） 

这样一来，双变量过程 ( ), ( )V t r t 从 0
(0)V v 到 ( )

i V
V t v R  的状态迁移概率为 

                  ( ) ( )

r

i ij

j N

p t p t


   。                                 （24） 

同理，从 0
(0)X x 到 ( ) , 

i r
X t x i N  的状态迁移概率为 

ˆ ( ) ( )

V

j ij

i N

p t p t


                                       (25) 

四、股票质押贷款定价的应用 

假设股票的现行价格为 0
S ，股票的价格变化服从随机利率条件下的连续过程

 ( ) , ( )S t r t ，考虑贷款期限为 T、一次性还本付息额为 K 的股票质押贷款。采用前述模型

逼近法，根据公式（24）可以得到股价迁移概率
V

( )
i

p t i N， 。由于借款人可能违约，相

当于借款者买入了一个期限为 T 的欧式看涨期权，而期权的执行价格 K 就是到期的还款金

额。该看涨期权价格的计算公式为： 

   
1

( T ) ( ) ( )
N

i i

i

C p T S T K




  。                            （26） 

定义
2

1

ˆ( ) ( ) ( )
V

t j j

j

E r p t r t


 ，根据无套利定价原理可得 

                  0
( )

- ( )

0 0
- ( ) = - ( )

T

T
r t dt

E r
K S C T e S C T e


 ，                 （27） 

在 K 值确定以后，可进一步确定质押率 H，其计算公式如下： 

                            

0

=
K

H
S

 。                                 （28） 

对风险管理来说，放款时设定的到期还款金额应小于该 K 值，所以根据（28）计算的

质押率为最高质押率。根据中国人民银行和银监会 2000 年 2 月联合下发的《证券公司股票

质押贷款管理办法》，质押股票的平仓线为 120%，所以可在理论质押率的基础上乘以 100/120

来作为最终质押率。 

假设股价模型（1）和利率模型（2）的参数分别为 =0.1, =0.02, =0.4, =0.01
S r

    ，
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初始值为 0 0
100, 0.6%S r  。表 1 计算了初始股价 0

S 分别为 90、100 和 110 及贷款期限 T

为 0.1、0.25、0.5、0.75 和 1 下质押贷款的质押率。由表 1 可以看出，随着初始股价的增大，

质押率变化幅度不大。在给定的贷款期限下，质押率的计算结果表现出一定程度的稳定性。

随着贷款期限的增长，质押率逐渐下降。 

 

表 1 不同初始股价下各期限贷款的质押率一览表 

S0 T=0.1 T=0.25 T=0.50 T=0.75 T=1 

90 0.9232 0.8768 0.8279 0.7890 0.7602 

100 0.9192 0.8767 0.8245 0.7874 0.7690 

110 0.9278 0.8804 0.8215 0.7886 0.7549 

平均质押率 0.9234 0.8780 0.8246 0.7883 0.7614 

最终质押率 0.7695 0.7317 0.6872 0.6569 0.6345 

 

图 1-2 分别表示随着贷款期限的变化，质押股票的期权价值和质押率的变化情况。从图

1 和图 2 可以看出，随着贷款期限的增加，质押股票的期权价值增加，质押率下降。其原因

在于随着贷款期限的增加，不确定性的增加导致期权的价值增加，贷款风险增加质押率下降。 

图 1 期权价格随股票质押贷款期限的变化 
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图 2 质押率随股票质押贷款到期期限的变化 

图 3 期权价格随股票波动率的变化 
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图 4 质押率随股票波动率的变化 

图 3-4 分别表示随着股价波动率的变化，质押股票的期权价值和质押率的变化情况。从

图 3 和图 4 可以看出，随着股票价格波动率的增加，质押股票的期权价值增加，质押率下降。

其原因在于随着股价波动率的增加，期权的价值增加，贷款风险增加质押率下降。 

从图 1-4 可知，随着贷款期限或股价波动率的增加，商业银行应该减少放款金额，降低

质押率。该结论与基本常识一致，表明了该数值计算方法在双变量过程 ( ), ( )S t r t 下对股

票质押贷款定价的合理性。 

在实际应用中，股票价格波动率可以通过市场的价格数据计算得到，利率模型的参数可

以根据利率市场的数据（比如：SHIBOR）通过最大似然法得到，这部分的工作留到以后再

作报告。 

五、结束语 

本文针对一种特殊的股票质押贷款（即固定贷款期限、一次性还本付息），进行贷款定

价问题的分析和计算。具体来说，建立随机利率条件下质押股票的价格变化模型，通过双变

量生死过程对模型进行离散逼近，并采用 Keilson（1979）[22]提出的单值化过程数值分析技

术计算了股价的状态转移概率，最后完成该模型下股票质押贷款的股票估值和质押率的计

算。数值计算结果表明，运算方法简单有效，贷款定价结果合理。在给定的贷款期限下，质

押率的计算结果表现出一定程度的稳定性。 

由于时间关系，本文应用举例中的模型参数是直接给定的。在下一步的工作中，将着眼

于采用计量方法估计波动率和利率模型的参数，进一步验证模型和方法的实用性。在实际市

场中，股票质押贷款也可以采取分期还本付息的形式。由于分期还本付息可以看成是一次性

还本付息的组合，在下一步的工作中还将本文的数值计算方法扩展到分期还本付息的情形。 
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Numerical Computation of Stock Loan Valuation  

with Stochastic Interest Rates 

 

JIN Hui 

(School of Economics, Hangzhou Dianzi University, Hangzhou 310018, China) 

 

Abstract：For the purpose of stock loan valuation, a stock price model is established under the 

stochastic interest rate framework, and the continuous state bivariate process of stock price is 

approximated by a discrete state bivariate birth-death process. More specifically, the logarithmic process 

of stock price is approximated via moment matching, while process of the interest rate is approximated 

based on the Ehrenfest processes approach. Furthermore, a numerical approach using the 

uinformizaion procedure is developed to compute the transition probabilities of stock price, which in turn 

leads to the stock pricing and calculation of loan-to-value ratios. Numerical results demonstrate the 

validity of the numerical approach with speed and the rationality. Given the maturity of stock loan, the 

loan-to-value ratios almost remain stable. 

Keywords: stock Loan; loan-to-value ratios; transition probabilities; numerical computation 
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