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委托代理关系下多阶段投资组合优化 

 

朱旭 

（湖南大学工商管理学院，长沙市，410082） 

 

摘要：采用均值-方差效用函数，在信息不对称情况下构建了委托代理关系下多阶段投资组合优化模型，研

究委托投资管理中多期最优投资组合策略以及委托人与代理人之间的多期契约。通过构造辅助函数用动态

规划原理求出问题的解析解，即每期的最优线性契约和最优投资组合，通过仿真分析分别得到了委托人和

代理人的有效前沿面，并对比了投资者自己等量投资与委托他人投资的优劣。 
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0 引言 

最近几十年,金融市场越来越多的投资基金的所有权与管理权相分离,机构投资者迅猛

发展,在发达金融市场机构投资者已占主导地位,委托投资组合管理成为金融资产管理的主

要形式。相比投资者个人投资，委托组合投资具有规模优势、分散投资风险的优势、专家管

理的优势。因此，越来越多人选择委托理财，随着基金业的快速发展，委托投资组合管理已

成为实践者感兴趣的问题，学术界也越来越关注。对于委托投资组合管理的研究，主要集中

在以下两个方面：  

一是投资者和经理人之间代理问题，其主要探讨的是激励费用合同设计。该目的是设计

一种激励机制来规避经理人的“道德风险”，使得经理人能够最大限度为投资者的利益工作。

Stoughton(1993)认为如果投资者和经理人之间信息对称，且两者对于风险厌恶，有最优风险

分担合同存在，则此时的合同就是线性最优的风险分担比例[1]。Plambeck 和 Zenios(2000)

研究了时间一致的动态委托代理问题,给出了信息对称和信息不对称两种情况下委托人支付

给代理人的每期最优薪酬[2]。Ou-Yang(2003)假设管理者具有负指数效用函数,在 Merton 等

的连续金融关系下,建立了委托代理模型,利用鞅方法得出动态委托资产组合管理中的最优

合同为对称合同,并且建议经理人应该接受一个固定报酬再加一个根据基准组合收益变化的

奖金或惩罚[3]。盛积良和马永开（2007）研究了在考虑管理者信息成本的条件下的基于绩效

的线性报酬合同,发现在考虑信息成本的条件下基于绩效的线性报酬合同能对管理者起到激

励作用[4]。刘京军等（2009）考虑了离散环境中，基金投资委托人与管理人之间的线性最优

契约问题，研究表明基金管理人的最优业绩报酬应包含部分固定费用、管理成本以及超额投

资收益[5]。 

二是激励费用合同对经理人决策行为的影响，主要研究经理人的投资决策。 

Starks(1987)比较了委托人和代理人对称信息和非对称信息下的费用合同对资产组合的影响,

结果表明相比非对称信息下的费用合同,基于信息对称的费用合同不具备减少代理费用的作

用[6]。Grinblatt and Titman(1989)研究了投资策略和费用合同的关系。对不同的费用结构,代

理人的投资策略会随之发生改变[7]。Elton(2003)发现，相对其他费用结构的费用模式而言，

期权费用结构基金的收益更高[8]。Liu 等(2009)对个人投资者同专业代理人委托关系中离散

时间资产组合选择及契约问题进行了研究，通过研究了解到最优契约及资产组合的显示表达

式[9]。刘冰冰(2011)等人提出了线性契约选择及委托代理投资组合的单期均值-方差模型,求

解了信息对称及不对称两种情况下的最优投资组合和最优线性契约的显示表达式[10]。杜纲

等（2017）在分析了委托代理模式下投资组合优化问题属性下的基础上，建立了 Stackelberg

博弈机制下投资组合选择的双层规划模型，并用遗传算法得到模型的解[11]。 

以上研究都是针对单期模型展开讨论，而实际上委托人与代理人的契约关系以及代理人

的投资决策都会随着交易的进行不断变化，它是一个动态过程。庄新田等基于代理人过度自
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信变化的基础上，研究了委托人与代理人之间的多期契约关系，分析了代理人过度自信及交

易次数对最优激励契约的影响[12]。虽然庄新田等引进动态多期思想对其进行了研究，但注

重的是委托代理下的激励问题研究，并未对委托代理下代理人如何进行投资组合优化进行深

入研究。 

本文在委托人和代理人都具有均值-方差效用函数的假设下，讨论代理人的最优投资组

合策略以及委托人与代理人之间的多期契约问题，在信息不对称下解出了每期最优投资组合

和最优契约的解析解。 

1 模型构建 

假设市场中有两类经济人：委托人（投资者）和代理人（管理者）。委托人提供资金，

代理人帮委托人投资管理资金。市场有n 种风险资产和一种无风险资产。代理人将委托人给

予的初始财富 0x 在这 1n 个资产上进行组合投资，投资进行T 期，每期的资产配置不一样。

设  1,,1,0  Ttt  时刻时，无风险资产的收益率为 0

te ;第  nii ,,2,1  个风险资产的收

益率为 i

te 。记  Tn

tttt eeee ,,, 21  。设 te 的均值  teE 和协方差矩阵  tecov 是已知的。假定

随机向量  1,,1,0  Ttet  是统计独立的。 

令 tx 为 投资 者在第  1,,1,0  Ttt  期 初的 总财富 量，
i

tu 是 投资者 在第

 1,,1,0  Ttt  期初投资在第  nii ,,2,1  种风险资产上的财富量，则在第 t 期初投资

在无风险资产上的财富量为 



n

i

i

tt ux
1

。于是，投资者在第 t阶段末的财富总量为 

ttttt

n

i

i

tt

i

t

n

i

i

tt uPxeeuxuex 







 





00

11

1  1,,1,0  Tt  。                 (1)      

其中         Tt

n

ttttt

Tn

tttt eeeeeePPPP 0020121 ,,,,,,   ， 1,,1,0  Tt  。     (2) 

由于投资进行T 期，每一期的资产配置不一样，每一期委托人都得支付代理人一定的代

理费用，投资结束后一并支付给代理人，代理费用不计入投资当中。假设委托人同代理人之

间签订是线性费用合约，即代理人的第 t 期的代理费用为                                                                                                                                    

      1,,1,0,1   Ttxxs btt                                         (3) 

其中， 为代理人每期的固定费用，相当于底薪， bx 是激励基准的价值。当投资财富大于

激励基准价值时，代理人获得正的激励代理费用，是一种奖励；当投资财富小于激励基准价

值时，代理人获得负的激励代理费用，是一种惩罚；当投资财富等于激励基准价值时，代理

人只获得固定费用，没有激励代理费用。  是激励比例，相当于提成系数，  越大激励效

果越大。 

设代理人的投资成本为0 ，令 tS 为代理人在第  1,,1,0  Ttt  期初的总财富量，则

第 t 期末代理人的总财富为 tttt sSeS 

0

1 。假设代理人第 t 期选择在风险资产的投资组合

为  Tn

tttt uuuu ,,, 21  ， 1,,1,0  Tt  ，T 期后委托人的总财富为 TT Sx  。 

  假设委托人和代理人都是风险规避的，效用函数都是均值—方差效用函数，不失一般性，

委托人和代理人的风险规避程度分别为 )0(),0( 2211   。 

  则委托人的效用函数为                   

                    )(
2

)()( 1
1 xVarxExU




                                 
(4) 

                           
    代理人的效用函数为 

                  )(
2

)()( 2
2 xVarxExU




                                 
(5) 

    
 

    代理人的参与条件是代理人从事财富管理所得预期代理费用不小于其最低生活保障，记
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为 0v 。代理人的预期效用为 )(2 SU ,则参与约束为 

               0
2

02 )(
2

)()( vSVarSEvSU 


即
                         

(6)  

在实际委托代理过程中，委托人总是想方设法观测代理人的投资行为，以防范代理人的

道德风险；而代理人在保证委托人放心的前提下也积极为自己尽可能创造效益，代理人也希

望在允许的范围下最大化自己利益。因此存在信息对称和信息不对称两种情况，不过，在单

阶段投资中委托人有可能观测到代理人的投资行为，但如果投资进行多期，委托人很难观测

到代理人的每期行为。因此多阶段投资下我们只考虑信息不对称的情况。下面研究这信息不

对称情况下多阶段委托代理投资组合优化模型。 

当信息不对称时，委托人和代理人之间存在一个博弈。代理人掌握着投资的主动权，委

托人拥有订立费用合约的主动权。当委托人同代理人签订合约之后，代理人会选择此合约下

其效用最大，或者说获利最大的投资组合。即无论签订什么样的费用合约，代理人都会在该

费用合约下选择使自己效用达到最大的投资组合。委托人的目标便是在此前提下选一个使得

自己最终效用最大的费用合约，也即本文中的代理费用模式。该问题的模型可表示为  1N ： 
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(7) 

     

 

其中， 

将委托人和代理人的效用函数代入上式模型中得模型  2N ： 
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                        ( 8)  

2 模型求解 

求解问题可分为两步，首先求解各费用模式下每一期选择在风险资产上的最优投资组合

策略 }ˆ,,ˆ,ˆ{ˆ
110  Tuuu  ，即代理人在任何费用模式下会选择对自己最有利的一种投资组

合；然后把 }ˆ,,ˆ,ˆ{ˆ
110  Tuuu  代入目标函数解出对委托人而言最优的费用参数

**  和 ，

即委托人在所有可能投资策略下选择对自己最有利的费用模式。 

为计算方便，定义如下记号： 

   tttt PEPPEC  1
      1,...,2,1,0  Tt  

   ttttt PEPPEPA  1
   1,...,2,1,0  Tt  

     ttttt PEPPEPEB  1
    1,...,2,1,0  Tt  

 





1

1
T

ts

st BI      1,...,2,1,0  Tt  

   






1

0
T

ts

st eM     1,...,2,1,0  Tt  

},,,{ 121  Tuuu 
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定理 1 当信息不对称时，委托人同代理人之间的最优代理费用模式为：                                                        

 btt xxs  1

***    1,,1,0  Tt                                          
(9) 

其中
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                                            (10)                                   
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  ；                    (11) 

    代理人选择在风险资产上的最优投资组合为 },,,{ *

1

*

1

*

0
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 Tuuu 
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1,,1,0  Tt  。                                                           (12) 

证明： 

（1）第一步为求解约束条件中的最大值问题。 

令
2

2  ，第一步模型为 )(P ： 
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            (13) 

    ①求解 )(P 先构建辅助问题   

    由于问题具有动态规划意义下的不可分结构，难以用动态规划方法直接求解它。引用

Li 等在求解多阶段组合优化模型中的方法，构建一个可分的辅助问题，并建立它与 )(P 之

间的关系。 

考虑如下辅助问题： 
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     (14)  

    记 ),( A 的最优解 的集合为A
),(  ， )(P 的最优解 的集合为P

)(  ，
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记 


 )(21),( TSEd                                                   (15) 

定理 2：若  P
)(ˆ  ，则  A

d )),,ˆ((ˆ  。 

证明：假设  A
d )),,ˆ((ˆ  ，则存在 使得： 
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考虑函数 
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它显然是 )( TSE 和 )( 2

TSE 的凸函数，因此 
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结合式（17）和（18）得到： 

   
 ˆ

22 )](),([)](),([ TTTT SESEUSESEU                                      (19) 

这与假设  P
)(ˆ  矛盾，故结论成立。 

定理 3：令  A
),ˆ(ˆ  ，则  P

)(ˆ  的一个必要条件是



ˆ

)(21ˆ
TSE 。 

证明：对给定的， )),(( A 的最优解可由 表示出来，从而相应的最优值 TS 可由

表示出，记为 ),( TS 。由于 


  
AP

),()( ， ))(( P 可退化成如下等价的问

题: 

)]},([),([{)],([max

)]),([)],,([(max

22

2
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SESEU


                             (20) 

其最优解 ̂的一阶必要条件是 0
ˆ








U
，即 

   
0
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又因为  A
),ˆ(ˆ  ，根据 Reid 和 Citron

[13]的讨论，有 

0
)],ˆ([)],ˆ([ˆ
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 TT SESE

                                       (22) 

比较（21）和（22）得 
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)(21)],ˆ([21ˆ

TT SESE                                        (23) 

定理得证。 
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②辅助问题求解 

通过动态规划求解辅助问题 )),(( A 的最优策略解和最优值目标函数。 

定理 4 根据动态规划的基本思想，可求解得到辅助问题 )),(( A 的最优策略 tu 和在第

t 阶段的最优值函数 ),( ttt xSf 分别为： 
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， 1,...,2,1,0  Tt         

 (24)

   

                       

         tttttttttttttt INxtTSMINxtTSMIxSf  1
4
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 ，   

                1,...,2,1,0  Tt 。                                        

(25)

    

    证明： )),(( A 问题的求解运用动态规划的的逆序求解法，从 1T 阶段开始求解，以

tu 为决策变量， tS 和 tx 为状态变量，状态转移方程为 
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(27) 

当 1Tt 时，根据动态规划原理则有： 
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求（28）式中函数关于
1T 的梯度，并令其等于零，得 
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由此得到（3.28）最优解 
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将其代入（3.28）的目标函数，得 

  Multi-Period Portfolio Optimization Under Principal-Agent 

Relationship
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一般地，对每个 2,...,2,1,0  Tt ，设 
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则有 

 

    

      }1
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uPtTMNxtTSMIE
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t
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(33) 

求（33）式中函数关于
t 的梯度，并令其等于零，得 

    

             022 1   ttttttttt PPEtTMPENxtTSMPE 
     

(34)       

求解得到最优解 

    
 

  











 tttt

t

tt

t NxtTSM
MtT
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u 





 2

0

                          (35) 

从而得最优值 

    

         tttttttttttttt INxtTSMINxtTSMIxSf  1
4

),(
2

2




  

(36) 

则由（30）~（31）知，式（35）~（36）对 1 Tt 也成立。由此，根据数学归纳法，

式（35）~（36）对  1,,1,0  Ttt  成立。即，得证。  

③原问题求解 

通过辅助问题 )),(( A 与原问题 ))(( P 之间的关系可求得原问题的每阶段最优投资

组合策略及代理人期末财富的期望收益、方差。 

将（35）代入状态转移方程（26）中可得： 

    

 

     tbtttt

ttbttttt

AxxSeA

uPxxeSeS








2
1 0

00

1





 

                            (37) 

在（37）两端取期望得 

     

     tbtttt

ttbttttt

BxxESEeB

uPExxEeSeSE








2
)()(1

)(

0

00

1





                          (38) 

反复利用迭代方程（38），可以得到 

    

   00000 1
2

)( INxTMISE T 



                                     (39) 

同理可得 

       02

2
2

0000

2 1
4

)( INxTMISE T 



                                  (40) 

因此有 

     
2

00000
2

1)( 












 NxTMIISV a r T                                  (41) 

根据定理 3 可知，原问题的最优解必定是某个对应的辅助问题的最优解。将辅助问题的

最优解对应的代理人终端财富值 TS 的期望表达式（39）、方差（41）代入原问题 ))(( P 的

目标函数中，得到一个关于的函数：  

1,...,1,0  Tt

1,...,1,0  Tt
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SV a rSEU TT

     

(42) 

因此， ̂ 是问题 )(max 


U 的最优解，从而 ̂ 是如下方程的解 
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(43) 

得到 
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                                                (44) 
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0

4

1ˆ NxTM
I

I
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(45) 

    将（44）代入（35）得到多阶段投资组合优化问题 ))(( P 的最优解： 
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u 0000
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 1,...,2,1,0  Tt

 

(46) 

    各线性费用模式下代理人终端财富的期望、方差最优解析解为： 
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0
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I
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(47) 

 

0
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4

1
)ˆ(

I

I
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(48) 

各线性费用模式下委托人终端财富的期望、方差最优解析解为： 
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(49)    

  







 )1(

11

4

1
)ˆˆ( 000

2

22

0

2
IIHIHJ

I
SxVar TT


                  

 

(50) 

  ⑵把 }ˆ,,ˆ,ˆ{ˆ
110  Tuuu  代入  2N 得第二步的模型  3N ： 
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  由于该问题的可行解是凸集，由此极值在约束条件等号成立时取得，令
2

1   ，模型

 3N 整理简化得模型  4N ： 
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 解得
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(53) 

 将
* 代入  3N 的等式约束，得 
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(54) 

    令
2

,
2

21 



  得 

    当信息不对称时，委托人同代理人之间的最优代理费用模式为  btt xxs  1

***    

1,,1,0  Tt  ，其中
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将式（53）、（54）代入式（46）得代理人每期选择在风险资产的最优投资组合为

},,,{ *
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1
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 Tuuu   ，                                    
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， 

1,,1,0  Tt  。                                                            (55) 

    即定理1得证。 

将（53）、（54）代入式（47）~（50）得委托人和代理人终端财富的期望、方差最优

解析解为 
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(59) 

3 仿真分析 

3.1 委托人和代理人的有效前沿面 

本文采用 Li 和 Ng 的数据，考虑一个投资时期 2T 的投资决策过程，委托人初始财富

10 x 。假设市场上有 3 个风险资产， 1 个无风险资产，无风险资产的收益率

1,0,04.1
0

 tet ，3 个风险资产在每阶段的期望收益率和资产间的协方差矩阵分别为：
 

T

teE ]228.1,246.1,162.1[)( 
  

1,0t
                                   

 (60) 

    


















0289.00104.00145.0

0104.00854.00187.0

0145.00187.00146.0

)( teCov

  

1,0t
                           

 (61) 

    根据模型(N2)，两阶段模型表示为 
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 (62)

              

 

对于两阶段的投资组合模型，委托人的前沿面如下： 

0 1 2 3 4 5 6
1
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5

委托人终端财富的方差

委
托
人
终
端
财
富
的
期
望

 

 

gramma2=2时委托人的前沿面

gramma2=3时委托人的前沿面

gramma2=4时委托人的前沿面

 

图1 代理人不同风险规避度时委托人的前沿面 

从图 1 可知，委托人的有效前沿面跟代理人的风险规避度 2 有关， 2 越大，相同方差

下的委托人终端财富期望越大。同时，从图 3.1 可知如果代理人的风险规避度 2 给定，则委

托人终端财富的期望随着方差的增大而增大。

 代理人的前沿面如下： 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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v0=0.05时代理人的前沿面

v0=0.10时代理人的前沿面

v0=1.05时代理人的前沿面
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图2 代理人不同最低生活保障时的前沿面 

从图2可知，代理人的有效前沿面跟代理人的最低生活保障 0v 有关， 0v 越大，相同方

差下的代理人终端财富期望越大。同时，从图3.2可知，如果代理人的最低生活保障 0v 给定，

则代理人终端财富的期望随着方差的增大而增大。 

3.2 等量投资与委托代理投资对比分析 

前面已经提到委托投资管理具有许多优势，投资者之所以委托他人管理资金是因为代

理人拥有专业的投资知识及丰富的投资经验。现在通过仿真分析对比等量投资与委托代理投

资的优劣。 

现假设投资者自己进行投资决策，初始财富 0W ,由于缺乏专业性，不妨假设投资者在

上述市场上存在的这1个无风险资产和3个风险资产上进行等量投资。投资进行两期，每一期

在这4个资产的投资额是相等的，即第 )1,0( tt 时刻，投资在每一资产的投资额为

tW
4

1
, 1,0t 。令 1,0),;(

~ 0  teeR ttt ， ]1;1;1;1[I 。 

    则每期末的财富为 

    
ttt RIWW
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1
1

 ， 1,0t                                                   (63) 

 

    投资结束后投资者的财富为               

10022

~~
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1
RIRIWW 

                                                      
(64) 

    投资者终端财富的期望、方差为 
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    投资者终端财富的预期效用为 
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(67)

   

下面给出含有无风险资产时投资者等量投资和委托他人投资时终端财富的预期效用与初

始财富的关系对比图
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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资
者
期
末
财
富
的
预
期
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投资者委托他人投资

投资者自己等量投资

 

图 3 含有无风险资产时等量投资和委托代理投资时终端财富的预期效用与初始财富的关系对比图 

从图 3 可知，当初始财富比较小时，投资者等量投资时终端财富的预期效用比投资者委

托他人投资时大；当初始财富比较大时，投资者等量投资时终端财富的预期效用比投资者委

托他人投资时小。也就是说，当投资者资金量比较小时，自己投资比较占优势，当投资者资

金量比较大时，委托他人投资相对占优势，这与现实投资情况相符。 

4 结论 

本文借鉴委托代理关系下单阶段投资组合优化模型，采用线性费用契约，在委托人和代

理人都具有均值-方差效用函数假设下构建了多阶段委托代理投资组合优化模型，讨论代理

人的最优投资组合策略以及委托人与代理人之间的多期契约。通过构造辅助函数用动态规划

原理求出问题的解析解，即每期的最优线性契约和最优投资组合仿真研究方面，给出了含有

无风险资产情形时委托人和代理人的有效前沿面。委托人的有效前沿面跟代理人的风险规避

度有关 2 有关， 2 大时委托人的前沿面要优于 2 小时委托人的前沿面；代理人的有效前沿

面跟代理人的最低生活保障 0v 有关， 0v 大时代理人的前沿面要优于 0v 小时代理人的前沿

面。同时，鉴于委托代理投资需要代理费用，考察了投资者等量投资和委托他人投资的优劣。

仿真分析表明，无论是含有还是不含有无风险资产，当投资者资金量比较小时，自己投资比

较占优势；当投资者资金量比较大时，委托他人投资相对占优势。 
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Multi-Period Portfolio Optimization Under Principal-Agent Relationship 

ZHU Xu 

(School of Business Administration,Hunan University,Changsha 410082) 

 

Abstract：Using the mean-variance utility function, this paper constructed the multi-stage portfolio 

optimization model under the principal-agent relationship in the case of information asymmetry. The 

multi-period optimal investment portfolio strategy and the multi-period contract between the principal and 

the agent were also studied. The analytic solution of the problem is obtained by constructing the 

auxiliary function with the dynamic programming principle, which is the optimal linear contract and the 

optimal investment portfolio. Through the simulation analysis, the paper got the effective frontier of the 

principal and the agent respectively, and it compared the merits and demerits of investors’ equivalent 

investment and delegate investment. 

Keywords: Principal-agent; Multi-Period Portfolio Optimization; Linear Cost Contract; Equal 

Investment 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


