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多主体系统中的知道推理 
 

陈慕泽 

（中国人民大学哲学系，北京 100872） 

摘要: 多主体认知逻辑，特别是其中关于多主体之间互知推理的研究，是近十年来国际上新

发展起来的研究领域，对于经济学、军事学、博奕论、人工智能和计算机科学的发展，具有

重要的价值。本文围绕实例分析，介绍了一种通过构造“知道”模型，对多主体互知进行形

式刻划和语义分析的方法，意在引起国内读者特别是学者对于这一研究领域的兴趣和关注。 
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单主体系统和多主体系统 

某人知道下午有雨，中午出门时他就会提醒自己带伞。 

 这是一个单主体系统。一般地说，单主体系统中主体 A 的某个恰当决策，

取决于他是否知道事实（或原理）P。 

曹操败走华容道岔口，大路并无动静，小路几处烟起。曹操不走大路，偏

走小路华容道，因为他知道诸葛亮深知“用兵虚则实之，实则虚之”，结果反而

中了诸葛亮的埋伏。这里，问题出在曹操光知道诸葛亮知道“用兵虚则实之，

实则虚之”， 但不知道诸葛亮知道曹操知道诸葛亮知道“用兵虚则实之，实则

虚之”。诸葛亮胜在他的“知道”比曹操的高出了一阶。 

 这是一个二主体系统。一般地说，二主体系统中主体 A 的恰当决策，不光

取决于 A 是否知道事实 P，而且取决于 A 是否知道另一个主体 B 是否知道 P，
如果答案都是肯定的，那么还要取决于 A 是否知道 B 知道 A 知道 B 知道 P，…，

等等。奕棋，商务谈判，都是典型的二主体系统。 

 如果主体超过两个，是三个，四个，甚至更多，这样的多主体系统中关于

知道的推理及基于这种推理之上的恰当决策，将变得极为复杂。 

 例如，假设：汽车驾驶员只有在确信别的驾驶员都遵守交通规则时自己才

遵守规则，那么，一个汽车驾驶员光知道“红灯停，绿灯行”的交通规则是不

会按该规则开车的，因为他并不知道所有驾驶员都知道这条规则。现在的问题

是，如果一个驾驶员不光自己知道这一规则，而且知道所有的驾驶员都知道这
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条规则，他是否一定遵守规则呢？回答是仍然不一定。因为他虽然知道所有的

驾驶员都知道这条规则，但是并不一定知道所有的驾驶员都知道所有的驾驶员

都知道这条规则。如果事实上他并不知道所有的驾驶员都知道所有的驾驶员都

知道这条规则，那么，他有理由认为，除了他以外的所有驾驶员虽然都知道这

条规则，但可能都不知道别的驾驶员知道这条规则，因而都不遵守规则，因而

他自己也不遵守规则。这样的问题可以类似地问下去，回答都是“不一定”，直

到问题中的“知道”重复的遍数等于驾驶员的人数。也就是说，假设这样的驾

驶员有 n 个，这 n 个驾驶员就组成了一个 n（元）主体系统，在这个系统中，每

个驾驶员都遵守“红灯停。绿灯行”的交通规则的必要条件是：所有的驾驶员

都知道所有的驾驶员都知道所有的驾驶员都知道……（重复 n 遍）这一规则。（当

然，这里假设每个驾驶员都有完备的推理能力） 

多主体互知推理的挑战性 

多主体之间的互知推理的复杂性在于，这种推理的对象中，不仅包括对象

世界的知识，而且包含多个具有推理能力的主体；推理者对其他主体的思考及

其结果进行推理，这些主体同样对推理者的思考及其结果进行推理。这使得推

理的素材是弹性的，动态的，随着推理的过程不断变化的。这种推理，是对人

的日常思维能力的挑战，也是对逻辑学的挑战。 

对于知道推理的形式分析，最早可追溯到 20 世纪 50 年代初。芬兰哲学家

冯·赖特（G.H.vonWright）在 1951 年出版的《模态逻辑》一书，首次提出和

论述了认知逻辑的思想；芬兰哲学家辛提卡（J.Hintikka）继续了这方面的研究，

他于 1962 年发表的《知识与信念》一书，为认知逻辑奠定了理论基础。但一般

地说，认知逻辑所研究的有关知道（以及信念）的性质及其推理，还只限制于

单主体系统。运用现代逻辑的方法，对多主体系统中的知道特别是互知推理的

研究，是近十年的事。推动上述研究的主要动力，直接来自于经济学、军事学、

计算机科学和人工智能等学科对逻辑实用性的要求。经济学中的市场和战争学

中的战场，都是典型的多主体系统，和中国做飞机生意的美国波音公司，就是

一个站在华容道前的曹操，他不光要知道波音飞机的实际价值，而且要知道中

国是否知道这种实际价值，而且要知道中国是否知道美国知道中国知道这种实

际价值…。关于知道的推理，特别是多主体系统中关于互知推理的研究成果，

首先受到了上述这些学科站在实用立场上的重视和欢迎。反映这方面研究成果

的一本代表性论著，是由美国学者罗纳德·费金（Ronald．Fagin）等四人所著

的《关于知道的推理》，（《Reasoning About Knowledge》）,1995 年出版，1996
年再版。该书出版后，立即受到了学术界的重视和高度评价，有的经济学家甚

至认为，该书对于“互知（interactive knowledge）”的研究，是经济学近十年

的最重要的成果之一。 

本文将围绕典型实例分析，通过构造关于知道的模型，看看逻辑语义学的

方法，是如何成功地运用于分析多主体之间的互知的。 
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额上沾泥巴的孩子 

一个教室中有 10 个孩子。其中，有 7 个孩子额上沾有泥巴。每个孩子都能

看到别的孩子额上是否有泥巴，但无法看到自己的。这时老师走进教室，对孩

子们说：“你们之中至少有一人额上有泥巴”。然后，他问：“谁知道自己额上有

泥巴？知道的请举手。”他如是连续问了六遍，无人举手，当问到第七遍的时候，

所有额上有泥巴的孩子都有举起了手。假设所有的孩子都有最佳的逻辑分析能

力，那么，他们是如何思考并得出结论的？ 

先运用日常思维的方式来求解。 

假设只有一个孩子额上有泥巴，那么，在老师第一遍提问时，他就会举手，

因为他看到除他之外所有的孩子额上都没有泥巴，既然至少有一个孩子额上有

泥巴，那么这个有泥巴的孩子自然是自己；假设有两个孩子额上有泥巴，他们

都看到并且只看到一个孩子额上有泥巴，当老师第一遍提问时，他们无法确定

自己是否有泥巴因而都不举手，但是当老师的第一遍提问结束后，他们立即都

明白自己额上有泥巴，因为如果自己额上无泥巴，则说明只有一个孩子有泥巴，

在老师第一遍提问后这个唯一有泥巴的孩子就会举手。这样，当老师第二遍提

问时，两个有泥巴的孩子都举起了双手；同理，如果有三个孩子额上有泥巴，

他们就会根据第二遍提问时无人举手而立即判断出自己额上有泥巴，因而在第

三遍提问时举手。因此，一般地，额上沾泥巴的孩子的人数，正好等于他们都

举手时老师提问的次数。 

细心的读者会发现一个很有意思的问题。在老师进教室之前，事实上每个

孩子都已经知道他们之中至少有一个人额上有泥巴，因此，老师所说的“你们

之中至少有一人额上有泥巴”，似乎是句新信息量为零因而完全可以不说的废

话；但另一方面，没有老师的这句话，老师的提问即使重复一万遍，也不会有

孩子举手。这是怎么回事呢？ 

事实上，如果至少有两个孩子额上有泥巴，那么，所有孩子都知道至少有

一个孩子额上有泥巴，但是，如果恰有两个孩子有泥巴，那么，虽然所有的孩

子都知道至少有一个孩子额上有泥巴，但并非所有的孩子都知道所有的孩子都

知道至少有一个孩子有泥巴（额上有泥巴的孩子 A 会认为，如果自己额上无泥

巴，那么额上有泥巴的孩子 B 就会猜测，没有孩子额上有泥巴，这就是说，A
并不知道所有的孩子都知道至少有一个孩子额上有泥巴）；一般地，如果 n 个孩

子额上有泥巴，那么“所有的孩子都知道…（重复 n－1 遍）至少有一个孩子额

上有泥巴”成立，但“所有的孩子都知道…（重复 n 遍）至少有一个孩子额上

有泥巴”不成立。而在上例中，“所有的孩子都知道…（重复 n 遍）至少有一个

孩子额上有泥巴”，是 n 个额上有泥巴的孩子作出正确判断的必要条件。老师当

众说的那句话，使得“所有的孩子都知道…（重复≥n 遍）至少有一个孩子额上

有泥巴”成立。因此，老师的话当众而说，对于该题的解决是必不可少的。 
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如果说前一段的分析尚在日常思维的能力之内的话，那么后一段则有点超

出这种能力了。这就需要提供形式的工具。建立“知道”的语义模型，就是这

样一种尝试。 

形式语言 K 

在形式语言 K 中： 

1，2，…，n 分别表示系统中 n 个不同的主体。 

p，q，r，s … 分别表示如“旧金山正在下雨”、“冰冰额上有泥巴”这样

一些原子命题，它们的集合Ф构成作为主体认知和推理对象的外部世界的知识。 

¬读作并表示“并非”，∧读作“合取”，表示“并且”。  

模态算子 K i 表示“主体 i 知道…”。因此, K i  p 读作“主体 i 知道 p”，如

果 p 表示“旧金山在下雨”，那么 K¬p 就表示“主体 i 知道旧金山并不在下雨”；

而¬K i p 则表示“主体 i 不知道旧金山在下雨”； 

原子命题是公式；如果 A 是公式，则¬A 是公式；如果 A 和 B 是公式，则

A∧B 是公式。如果 A 是公式，则 K i A 是公式。 

A∨B（读作“A 析取 B”，表示“A 或者 B”）定义为¬（¬A∧¬B）； 

A→B（读作“A 蕴含 B”，表示“如果 A，那么 B”），定义为¬A∨B；  

A↔B（读作“A 当且仅当 B”），定义为（A→B）∧（B→A） 

T 是 p∨¬p 这样的永真公式（称为重言式）的缩写，表示“真”；F 定义为

¬T，表示“假”。 

现在，我们可以把在自然语言中非常复杂的关于知道的命题表述得十分简

明。例如，以下公式 

      K 1 K 2 p∧¬ K 2  K 1 K 2 p 

表示“主体 1 知道主体 2 知道 p，但是主体 2 不知道主体 1 知道主体 2 知道 p”。 

 我们可以用“知道”来定义主观模态“可能”：主体 i 认为 A 是可能的，当

且仅当主体 i 不知道¬A，即¬ K 1¬A。而象“主体 i 不知道是否 p”这样的断定，

实际上是说“主体 i 认为 P 和¬p 都是可能的”，也就是说“主体 1 既不知道¬p
也不知道 p”，即¬K 1¬p∧¬K 1 p。 

 考虑下面这个有关水门事件的断定：迪恩不知道尼克松是否知道迪恩知道

尼克松知道麦卡德偷窃了奥博林在水门的办公室。令主体 1 表示迪恩，主体 2
表示尼克松，p 表示“麦卡德偷窃了奥博林在水门的办公室”，则该断定可表达

为 
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 ¬ K 1¬（K 2  K 1 K 2 p）∧¬ K 1¬（¬K 2  K 1 K 2 p） 

形式语言 K 的语义解释，关于“知道”的模型 

以上讨论的是形式语言 K 的语法，下面讨论 K 的语义，即要构造模型，用

以判定 K 语言中公式的真假。 

这样的模型，记为 M，是一个克里普克结构（W，V，R 1，…，R n），其

中，W 是一可能世界集；V 是一个解释，它给任一可能世界，指派以一个确定

的真值赋值，即对任一 w i∈W，和任一原子命题 p∈Ф，V（p，w i）= T 或 V
（p，w i）= F，但不能二者。如果 p 表示“旧金山正在下雨”，则 V（p，w i）

= T 表示在可能世界 w i中，旧金山正在下雨；R i是 W 上的二元关系。如果 w i

和 w j 有关系 R i，记为 w i R i w j ，表示主体 i 依据在可能世界 w i中的信息，认

为可能世界 w j 是可能的。（一个世界，是一个事件集，只要其中不包括矛盾事

件，就是一个可能世界；但一个可能世界，对于某个主体来说，完全可能是不

可能世界，如果这个主体知道这个可能世界中某个事件的矛盾事件）这里，我

们进一步规定 R i是同时满足自返、对称和传递关系的等价关系，这样，如果主

体 i 在可能世界 w i中觉得 w j 是可能的，这说明在可能世界 w i和 w j 中，主体

i 具有对外部世界同样的信息，从而对他来说，这两个世界是无法区分的。因此，

w i R i w j 也表述为“主体 i 无法区分 w i和 w j ”。 

一个公式 A 在一个结构（模型）M 的一个给定的可能世界 w i中真，记作（M，

w i）|= A，读作（M，w i）满足 A。 

（M，w i）|=  p 当且仅当 V（p，w i）= T。 

（M，w i）|=  A∧B 当且仅当（M，w i）|= A 并且（M，w i）|= B 

（M，w i）|=  ¬A 当且仅当（M，w i）|≠ A 

 （M，w i）|=  K i A 当且仅当对任一 w j ∈W，如果 w i R i w j ，则（M，w j ）

|=  K i A。 

 上述模型所表达的核心意思是：主体 i 知道 p，当且仅当 p 在主体 i 认为可

能的所有可能世界中都真。我们用一个实例的图示来描述这一点，克里普克结

构的优点之一是可图示的。 
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（图 1） 

上图所示的模型 M = （W，V，R 1，R 2 ），其中，W = { w 1，w 2 ，w 3 }，p 在

w 1和 w 3 中真，而在 w 2 中假。主体 1 不能区分 w 1和 w 2（即主体 1 在 w 1认为

w 2 是可能的，由 R 的对称性，自然在 w 2 同样认为 w 1是可能的，即 w 1  R 1 w 2

和 w 2  R 1 w 1成立），主体 2 不能区分 w 1和 w 3 。标有 1，2 的线段在 w i（i = 1，
2，3）从自身指向自身，表示 R 关系的自返性，即表示 w i R j w i（i = 1，2，3；
j = 1，2），例如表示 w 3  R 1 w 3 ；标有 1 的线段的两端指向 w 1和 w 2 ，表示主

体 1 不能区分 w 1和 w 2 ，并表示 R 关系的对称性。同样，标有 2 的线段表示主

体 2 不能区分 w 1和 w 3 。 

 令 p 表示“北京天晴”，则依据上图，可得出以下结论： 

结论 1，在可能世界 w 1，北京天晴，但主体 1 并不知道这一点，因为他在

w 1中认为 w 1和 w 2 都是可能的（或者说依据他在 w 1的知识，他无法确定 w 1和

w 2 究竟哪个是真实世界，即无法区分 w 1和 w 2 ），而 p 在 w 1中真，但在 w 2 中

假。 

 结论 2，主体 2 在可能世界 w 1知道北京天晴，因为在可能世界 w 1，主体 2
认为可能的世界是 w 1和 w 2 ，在这两个可能世界中，p 都是真的。 

 结论 3，主体 2 在可能世界 w 2 知道并非北京天晴，因为主体 2 在 w 2 中认

为可能的世界只有 w 2 自身，而在 w 2 中，¬p 真。同理，主体 1 在可能世界 w 3

中知道北京天晴。 

 结论 4，在可能世界 w 1，主体 1 知道主体 2 知道北京是否天晴，因为在可

能世界 w 1，主体 1 认为可能的两个世界是 w 1和 w 2 ，在这两个世界中，主体 2
都知道北京的天气（见结论 2 和结论 3）。也就是说，虽然在可能世界 w 1，主体

1 并不知道北京是否天晴，但是他知道主体 2 知道这一点。 

结论 5，和结论 4 成为对比的是，在可能世界 w 1，虽然主体 2 知道北京天

晴（结论 2），但是他不知道主体 1 不知道这一点。因为在可能世界 w 1，主体 2
认为可能的两个世界是 w 1和 w 3 ，在 w 1中，主体 1 不知道北京天晴（结论 1），
但在 w 3 中，主体 1 知道北京天晴（结论 3）。 
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以上结论，可以用一个逻辑表达式概括： 

（M，w 1）|=  p∧¬K 1 p∧ K 2 p  ∧K 1（K 2 p∨ K 2 ¬p）∧¬K 2 ¬K 1 p 

前面已经指出，一个可能世界是一个事件集，相应的命题在其中真或假。

在以上的讨论中，构成 w 1和 w 3 的事件都是“北京天晴”，因此，似乎是两个相

同的世界因而可以略去一个。但事实上却不能这样。因为一个可能世界的规定，

不光基于构成它的事件，而且基于主体认为它是否可能。例如，在可能世界 w 1，

主体 1 认为可能世界 w 2 是可能的，但在可能世界 w 3 ，他却不这么认为，这样，

他在 w 1不知道北京天晴，而在 w 3 则知道这一点。 

多主体系统中的共同知识  

在 n 主体系统中，如果所有的主体都知道所有的主体都知道…（重复≥n
遍）A，则称这 n 个主体掌握了关于 A 的共同知识（Common Knowledge），或

称 A 是这 n 个主体的共同知识。在上文的实例分析中，可以看到共同知识在多

主体系统的知道推理中的重要作用。这一多主体认知系统中的重要概念，最早

是由路易斯在讨论“协约”时提出的，他认为，某种东西要成为多方的“协约”，

必须成为缔约各方的共同知识，也就是说，缔约各方不但都要知道协约的内容，

而且要知道各方都知道协约的内容，等等。 

为了对共同知识进行形式刻划，需要在语言 K 中增加新的算子 E G和 C G，

满足：如果 A 是公式，则 E G、C G都是公式。  

G 表示主体集{1，2，…，n}。E G A 表示“G 中每个主体都知道 A”；C G A
表示“A 是 G 中所有主体的共同知识”。在不引起歧义的情况下，作为下标的 G
可以省略，即 E G A 和 C G A 分别记为 EA 和 CA。 

 如果{1，2，…，i}是 G 的一个真子集（即 i＜n），则 E i},...,2,{1 A 表示在{1，
2，…，i}中每个主体都知道 A。这种写法同样用于 C。这样，K 3  ¬C }2,1{ p 就表

示主体 3 知道 p 不是主体 1 和主体 2 的共同知识。 

 在模型 M 中作如下定义： 

（M，w i）|=  EA，当且仅当对任一 i∈G，（M，w i）|=  K i A，即在可能

世界 w i中，EA 真，当且仅当每个主体都知道 A。 

令 E 1 A 表示 EA，E 1+k A 表示 EE k A，则 

（M，w i）|=  CA ，当且仅当（M，w i）|=  E k A （k≥n），即在可能世界

w i中，CA 真（A 是所有主体的共同知识），当且仅当所有的主体都知道所有的

主体都知道…（重复≥n 遍）A。（注意，事实上，对于任意 k＞1 和任意 w i∈

W，如果（M，w i）|=  E k A，则（M，w i）|=  E 1−k A） 

对共同知识可以作出一种有意思的直观图示，为此，先来定义何为从一个
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可能世界到另一个可能世界可通达。（1）对任意可能世界 w 1j 和 w 2j ，如果存

在主体 i，w 1j  R i w 2j ，则称从 w 1j 至 w 2j 可通达，并称这种通达为一步可通达；

（2）对任意可能世界 w 1j 、w 2j 和 w 3j ，如果从 w 1j 至 w 2j 可通达，并且从 w 2j

至 w 3j 可通达，则从 w 1j 至 w 3j 可通达。并且，如果从 w 1j 至 w 2j 是 k 步可通

达，从 w 2j 至 w 3j 是 1 步可通达，则从 w 1j 至 w 3j 是 k + 1 步可通达。 

 虽然一般模态逻辑都把结构中的 R 关系称为可通达关系，但这里定义的可

通达关系不同于 R i关系。第一，R i关系是相对于某个主体 i 而言的，可通达关

系不是相对于某个主体而言的，第二，存在可通达关系的可能世界之间，不一

定有 R 关系成立。例如，图 1 中从 w 2 至 w 3 可通达，但 w 2  R 1 w 3  和 w 2  R 2  
w 3 都不成立。 

 关于可通达关系，有两条重要推论。 

 推论 1 （M，w i）|= E k A，当且仅当（M，w i）|= A 并且对所有 w j ，如

果从 w i至 w j k 步可通达，则（M，w j ）|=  A 

推论 2 （M，w i）|= CA，当且仅当对所有 w j ，如果从 w i至 w j 可通达，

则（M，w j ）|=  A 

对 k 施归纳，易证推论 1；推论 2 是推论 1 的直接推论。 

 可以设想这样一个示图，其中，每个可能世界表示为一个点，任意两个一

步可通达的可能世界之间用线段联接。以上两个结论的意义在于，判定 A 是否

为可能世界 w i上的共同知识，只须看 A 是否在从 w i可通达的点（可能世界）

上都真；判定 E k A 在 w i上是否为真，只须看 A 是否在从 w i k 步可通达的点上

都真。 

对“额上沾泥巴的孩子”的再分析 

现在，尝试构造语义模型，对“额上沾泥巴的孩子”作形式分析。假设孩

子有 n 个，要证明的是，沾泥巴的孩子的人数，正好等于他们都举手时老师提

问的次数。 

 自然需要假设，题目陈述的条件，例如，所有的孩子都足够聪明，对所有

孩子都是共同知识。 

 令 1，2，…，n 分别表示 n 个不同的孩子。（x 1，…，x n）表示可能世界，

其中任一 x i，x i = 1，或者 x i = 0。如果 x i = 1，则表示孩子 i 额上有泥巴，否

则表示没有。显然，对于 n 个孩子，这样的不同可能世界共 2 n
个。例如，如果

只有 3 个孩子，则可能世界{1，0，1}表示孩子 1 和孩子 3 有泥巴。假设这个可

能世界就是真实世界。在这个世界中，在老师说话之前，孩子 1 能看到孩子 2
没有泥巴而孩子 3 有泥巴，他唯一不能确定的是自己额上是否有泥巴，因此，

他认为（1，0，1）（即真实世界）和（0，0，1）都是可能的。也就是说，孩子
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i 在可能世界（a 1，…，a n）认为可能世界（b 1，…，b n）是可能的，即（a 1，…，

a n）R i（b 1，…，b n），当且仅当除了 a i≠b i以外，（a 1，…，a n）和（b 1，…，

b n）完全相同。 

令Ф={p 1，…，p n，p}，其中 p i表示“孩子 i 有泥巴”（i = 1，…，n），p
表示“至少有一个孩子有泥巴”。（M，（x 1，…，x n））|=  p i当且仅当 x i = 1。
（M，（x 1，…，x n））|=  p 当全仅当存在 x j ，x j = 1。 

 这样，完成了对模型 M = （W，V，R 1，…，R n）的定义。 

 这一模型的优点之一是基于之上可以作出清晰直观的图示解析。 

令 2 n
个点表示上述 2 n

个不同的可能世界，并在任意两个一步可通达的点

之间用标有数字 i 的线段联接（即如果孩子 i 在 w i认为 w j 可能，则用标有 i 的
线段联接表示这两个可能世界的点），这样，长于空想想象的读者可以知道，我

们因此得到了一个 n 维立方体。下图表示的就是当 n = 3（即假设只有 3 个孩子）

时这样的一个三维立方体。 

 

（图 2） 

 

图 2 中共有 8 个点，表示所有的 8 个可能世界。每两个可能世界之间都有

标有数字的线段联接，例如，标有 1 的线段联接（1，1，1）和（0，1，1），表

示孩子 1 在这两个世界的任何一个中都认为另一个世界是可能的。图中也说明，

从任何一个可能世界出发，其余的可能世界都是可通达的。 

从图 2 立即可以得出（证明）许多结论，例如： 
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结论 1 每个孩子都知道除自己外哪个孩子额上有泥巴。不妨设可能世界（1，
0，1）是现实世界，在这一世界中，孩子 1 认为可能的世界是（1，0，1）和（0，
0，1），在这两个可能世界中，孩子 3 都有泥巴，因此，孩子 1 知道孩子 3 有泥

巴；同理，孩子 2 知道孩子 1 和孩子 3 有泥巴；孩子 3 知道孩子 1 有泥巴。 

结论 2 “每个孩子都知道除自己外哪个孩子额上有泥巴”是所有孩子的共

同知识。结论 1 的证明所选择的可能世界带有任意性，因此，“每个孩 

子都知道除自己外哪个孩子额上有泥巴”在所有可能世界中真，即在从任意一

个可能世界可通达的所有可能世界中真，因此，是共同知识。 

结论 3 （M，（1，0，1））|=  Ep ，即在可能世界（1，0，1）中，所有的

孩子都知道至少有一个孩子额上有泥巴。自（1，0，1）一步可通达的可能世界

有（1，1，1）、（1，0，0）和（0，0，1），在这四个可能世界中，p 即“至少

有一个孩子有泥巴”都真。 

结论 4（M，（1，0，1））|=  ¬E 2 p，即在可能世界（1，0，1）中，并非

所有的孩子都知道所有的孩子都知道至少有一个孩子额上有泥巴。因为存在自

（1，0，1）两步可通达的可能世界（0，0，0），其中 p 假，即没有孩子有泥巴。 

结论 5 在可能世界（1，0，1）中，孩子 1 虽然认为（0，0，0）是不可能

的，但认为孩子 3 可能在（0，0，1）中认为（0，0，0）是可能的。 

当老师说至少有一个孩子额上有泥巴后，这个命题立即成为所有孩子的共

同知识，这样，任一孩子都不可能在任一可能世界中认为（0，0，0）是可能的，

这样，通向（0，0，0）的可通达关系中断，（0，0，0）世界可因此移去，图 2
中的立方体因而坍塌成如下图所示： 

 

 

（图 3） 
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 由图 3 可得： 

 结论 6  在可能世界（1，0，0），主体 1 知道自己额上有泥巴。因为在（1，
0，0），孩子 1 认为可能的世界只有（1，0，0），（注意 R 关系的自返性。图 2、
3 省略了图 1 中表示自返关系的圆弧线段）而在（1，0，0）中，孩子 1 额上有

泥巴。同理，在可能世界（0，0，1），主体 3 知道自己额上有泥巴，在可能世

界（0，1，0），主体 2 知道自己额上有泥巴。由结论 6 直接可得： 

 结论 7 如果事实上只有一个孩子有泥巴（即真实世界是（1，0，0）或（0，
1，0）或（0，0，1）），那么，在老师第一遍提问后有泥巴的孩子就会举手。 

 结论 8  结论 7 是所有孩子的共同知识。不难验证，结论 7 在图 3 所有的

可能世界中都真。例如，结论 7 在（1，0，1）中真，因为在该可能世界中，有

两个孩子有泥巴，因此，作为条件句的结论 7 的前件假，结论 7 自身因而真。

再如，由结论 6，立即可得结论 7 在（1，0，0）中真。 

 当老师的第一遍提问后无人举手时，由结论 8，所有的孩子都立即知道（1，
0，0）、（0，1，0）和（0，0，1）是不可能世界。这样，任一孩子都不可能在

任一可能世界中认为这三个世界是可能的，这样，通向这三个世界的可通达关

系中断，这三个世界可因此移去，图 3 继续坍塌而成下图所示： 

 

       

（图 4） 

图 4 显示，当老师的第一遍提问后无人举手时，如果只有两个孩子有泥巴，

他们立即明白自己有泥巴。 

 一般地，在上述语义图中，如果老师的第 k 遍提问后无人举手，那么即可

移去包含 k 个 1 的可能世界，并显示如果只有 k + 1 个孩子有泥巴，那么，这些

孩子都知道自己有泥巴。另一方面，如果老师不告诉大家至少有一个孩子有泥

巴，老师的任何一次提问，都不会使上述语义图发生任何变化。 
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