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几类刻画主体的逻辑 
*
 

 

李小五 

(中山大学逻辑与认知研究所，广东 广州 510275) 

 

内容提要：我们建立几类刻画主体的逻辑。第一类逻辑是处理以目的和背景知识为双条件的条件句的逻辑。

第二类逻辑是比较主体能力的逻辑。第三类逻辑是刻画主体言行关系的逻辑。第四类逻辑是通过认知一个

主体的言行来认知该主体的逻辑。第五类逻辑是刻画主体知行关系的逻辑。第六类逻辑是刻画知道一个活

动的逻辑。第七类逻辑是刻画对认识概念或活动概念的认知的逻辑。第八类逻辑是活动生成后果的逻辑。

第九类逻辑是主客观逻辑。 

关键词：以目的和背景知识为双条件的条件句；比较主体能力；主体言行关系；通过认知一个主体的言行

来认知该主体；主体知行关系；知道一个活动；对认识概念或活动概念的认知；活动生成后果；主客观逻

辑 

中图分类号：B81      文献标识码：A 

 

 

一、以目的和背景知识为双条件的逻辑 AKC  
本节我们要研究一种特定的双条件句ϕψ≥θ。在这样的条件句中， ϕ表示某个主体 A

的目的（或意图），ψ表示 A 的背景知识，θ表示能认知的结果。所以ϕψ≥θ刻画的是 A 的一

个认知过程。主体 A 先有目的ϕ，再根据它的背景知识ψ能认知θ。不同的目的和不同的知识

背景会使同一主体认知不同的结果。认知心理学已经有大量的实验证明这种情况。 
主体的背景知识通常是一个有穷的命题集Φ，所以上述ψ可看作Φ中所有命题的一合取。 
为了简单，本节我们只研究单主体逻辑，将来我们另外撰文将此推广到多主体逻辑。 
1.1.1 定义 本文我们总用 At＝{p1,…, pn,…}表示可数无穷多个原子公式的集合。归纳定

义所有公式ϕ的集合 Form 如下：  
ϕ::＝p⏐¬ϕ⏐ϕ∧ψ⏐ϕψ≥θ， 其中 p∈At。 

以后我们总用ϕ, ψ, θ和ξ（加或不加下标）表示 Form 中的元素。┤ 
ϕψ≥θ称为以目的和背景知识为双条件的条件句。 
1.1.2 规定与缩写 联结符∨，→和↔定义如通常。我们规定联结符的结合力从左到右依

次减弱：¬，∧，∨，≥，→，↔。 
此外，我们规定同形联结符满足右向结合原则。例如，ϕ→ψ→θ 表示 ϕ→(ψ→θ)。 
T 定义为 p1∨¬p1，⊥ 定义为¬T。 
我们也用⇔表示“当且仅当”，用⇒表示“若…，则…”，用～表示“并非”。┤ 
1.1.3 定义 以目的和背景知识为双条件的条件句系统 AKC 定义如下： 
（TA）   所有重言式的代入特例， 
（CTR≥） (ϕψ≥θ)∧(ϕθ≥ξ)→ϕψ≥ξ， （传递公理） 

                                                        
收稿日期：2006-5-10 

基金项目：本文得到教育部基地重大项目《归纳逻辑及其应用》（项目编号 05JJD720.40001）和教育部哲学

社会科学研究重大课题攻关项目（项目编号 04JZD0006）的资助。 

作者简介：李小五(1955－ )，男，河北人，中山大学教授，北京书生公司书生研究中心客座研究员。 

     电子邮箱：LXW121@yahoo.com.cn  lxwlyy@hotmail.com 



几类刻画主体的逻辑 

148 

（CC≥）  (ϕψ≥θ1)∧(ϕψ≥θ2)→ϕψ≥θ1∧θ2， （结果合取公理） 
（CA≥）   (ϕ1ψ≥θ)∧(ϕ2ψ≥θ)→(ϕ1∨ϕ2)ψ≥θ， （目的析取公理） 
（CB≥）   (ϕψ1≥θ)∧(ϕψ2≥θ)→ϕ(ψ1∨ψ2)≥θ， （背景知识析取公理） 
（CMP≥） (ϕψ≥θ)∧ϕ∧ψ→θ， （能认知的实现公理） 
（ID⊥T≥） ⊥T≥⊥， （无目的公理） 

（MP）     ϕ, ϕ→θ／θ，  
（RAE≥） 

 ϕ1↔ϕ2／ϕ1ψ≥θ↔ϕ2ψ≥θ， （目的等价置换规则） 
（RBM≥） ψ→ψ0／ϕψ0≥θ→ϕψ≥θ， （背景知识反单调规则） 
（RCM≥）  θ0→θ／ϕψ≥θ0→ϕψ≥θ。 （认知结果单调规则）┤ 
说明：（1）由 TA 和 MP 构成的系统称为经典句子系统，记为 PC。我们用 PC0表示用

不含≥的语言表述的 PC。 
（2）ID⊥T≥直观表示：无目的导致无结果。ID⊥≥可证等价(ϕ∧¬ϕ)T≥ϕ∧¬ϕ，所以它也

刻画了矛盾目的导致矛盾结果的情况。这个公理有一定道理。我们可以把它概括为 
（ID⊥≥） ⊥ψ≥⊥， 

但通常知识总是真的，所以我们在本系统采用 ID⊥T≥（另一个原因是技术上的：采用 ID⊥T≥

而不是 ID⊥≥能大大简化框架完全性的证明）。若把 ID⊥T≥概括为 
（ID≥）  ϕψ≥ϕ 

也可以。这样的主体应该有一定的反思能力。但我们认为并非每一主体都应具备这种能力。 
（3）由 RBM≥易得 
（%）ϕψ≥θ→ϕ(ψ∧ξ)≥θ。 

（%）的直观意义是：若主体 A 以目的ϕ和背景知识ψ为条件能认知θ，则 A 以目的ϕ和增加

了的背景知识ψ∧ξ为条件仍能认知θ。但（%）的一个特例是 
ϕψ≥θ→ϕ(ψ∧¬ψ)≥θ。 

这个公式看起来并不自然。这里的问题直观上来自用矛盾式作为背景知识，本质上来自实质

蕴涵怪论，要消解它就要修改或取消 RBM≥。比如，把 RBM≥减弱为下面 1.1.5（1）。     
1.1.4 定义 （1）我们用 ⊢      ϕ表示ϕ是 AKC 的内定理：ϕ在 AKC 中有一个形式证明。 
（2）AKC 的全体内定理的集合记为 Th(AKC)。 
（3）我们也用 ⊬   ϕ表示ϕ∉Th(AKC)。 
（4）称ϕ1,…, ϕn／θ是 AKC 的导出规则，当且仅当，在 AKC 中有一个从ϕ1,…, ϕn 到θ

的形式推演ϕ1,…, ϕn ⊢           θ。┤ 
1.1.5 引理 下面是 AKC 的内定理和导出规则： 
（1）ψ↔ψ0／ϕψ≥θ↔ϕψ0≥θ， （背景知识等价置换规则） 
（2）ϕψ≥θ1∧θ2→(ϕψ≥θ1)∧(ϕψ≥θ2)，  
（3）θ0↔θ／ϕψ≥θ0↔ϕψ≥θ， （认知结果等价置换规则） 
（4）ϕψ≥θ∧ξ→ϕ(ψ∧θ)≥ξ。 
证明：据 RBM≥易得（1）。据 RCM≥易得（2）－（3）。下证（4）： 
① ψ∧θ→ψ             TA 

② ϕψ≥θ∧ξ→ϕ(ψ∧θ)≥θ∧ξ   ①，RBM≥      
③ θ∧ξ→ξ                  TA           

④ ϕ(ψ∧θ)≥θ∧ξ→ϕ(ψ∧θ)≥ξ    ③，RCM≥ 

⑤ ϕψ≥θ∧ξ→ϕ(ψ∧θ)≥ξ        ②，③。┤ 
1.1.6 定义  （1）定义从语言 Form 到不含≤的子语言 Form0⊆Form 的翻译映射 t 如下： 

t(p)＝p， 对所有原子公式 p； 
t(¬ϕ)＝¬t(ϕ)； t(ϕ∧ψ)＝t(ϕ)∧t(ψ)； t(ϕψ≥θ)＝t(ϕ)→t(θ)。 
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（2）对每一公式ϕ∈Form，我们称 t(ϕ)是ϕ的 t-翻译。┤ 
说明：易证 t(ϕ∨ψ)＝t(ϕ)∨t(ψ)， t(ϕ→ψ)＝t(ϕ)→t(ψ)， t(ϕ↔ψ)＝t(ϕ)↔t(ψ)。 
1.1.7 定义 令 S 和 T 是任意两个公理化系统。 
我们称 S 能 t-退化为 T，当且仅当，S 的所有内定理的 t-翻译都是 T 的内定理。┤ 
1.1.8 定理 AKC 能 t-退化为 PC0。 
证明：据上述定义易证。┤ 
1.1.9 定义 称系统 S 是协调系统，当且仅当，不存在ϕ使得ϕ和¬ϕ都是 S 的内定理。┤ 
1.1.10 定理 AKC 是协调的。 
证明：假设 AKC 不协调，则存在ϕ使得ϕ和¬ϕ都是 AKC 的内定理。再据上一定理，t(ϕ)

和¬t(ϕ)都是 PC0 的内定理，矛盾于 PC0 的协调性。┤ 
因为ϕψ≥θ的直观意义是“（主体 A）根据目的ϕ和背景知识ψ能认知θ”，所以这样的句

子是模态句，因此下面我们用有序邻域语义来解释它。 
1.2.1 定义 任给集合 X，我们用 P(X)表示 X 的幂集。 
（1）称<W, N>是有序邻域框架，简称 F 是 ON-框架，当且仅当，W 是非空的认知状态

集，且邻域映射 N 是从 W 到 P(P(W)×P(W)×P(W))中的映射。 
（2）称<W, N, [ ]>是有序邻域模型，简称 M 是 ON-模型，当且仅当，<W, N>是 ON-

框架且[ ]是从全体句符到 P(W)中的映射。[ ]也称为框架<W, N>上的指派映射。┤ 
1.2.2 真值集定义 定义ϕ相对 ON-模型<W, N, [ ]>的真值集[ϕ]如下：对任意 w∈W， 
（1）w∈[¬ϕ] ⇔ w∉[ϕ]， （2）w∈[ϕ∧ψ] ⇔ w∈[ϕ]且 w∈[ψ]， 
（3）w∈[ϕψ≥θ] ⇔ <[ϕ], [ψ], [θ]>∈N(w)。┤ 
1.2.3定义 称ON-框架 F＝<W, N>是以目的和背景知识为双条件的框架，简称 F是 akc-

框架，当且仅当，下列框架条件成立：对任意 w∈W 和 X, Y, Z, U, Z1, Z2, X1, X2, Y1, Y2⊆W， 
(ctr≥) <X, Y, Z>∈N(w)且<X, Z, U>∈N(w) ⇒ <X, Y, U>∈N(w)， 
(cc≥) <X, Y, Z1>∈N(w)且<X, Y, Z2>∈N(w) ⇒ <X, Y, Z1∩Z2>∈N(w)， 

(ca≥) <X1, Y, Z>∈N(w)且<X2, Y, U>∈N(w) ⇒ <X1∪X2, Y, Z>∈N(w)， 

(cb≥) <X, Y1, Z>∈N(w)且<X, Y2, Z>∈N(w) ⇒ <X, Y1∪Y2, Z>∈N(w)， 

(cmp≥) <X, Y, Z>∈N(w)且 w∈X∩Y ⇒ w∈Z， 

(id⊥T≥) <∅, W, ∅>∈N(w)， 

(rbm≥) Y⊆Y0 且<X, Y0, Z>∈N(w) ⇒ <X, Y, Z>∈N(w)， 
(rcm≥) Z0⊆Z 且<X, Y, Z0>∈N(w) ⇒ <X, Y, Z>∈N(w)。  
所有的 akc-框架的类记作 Frame(akc)。┤ 
1.2.4 有效性定义 令 F＝<W, N>是 ON-框架，M＝<W, N, [ ]>是 ON-模型。 
（1）称ϕ在 M 中有效，记为 M ⊨   ϕ，⇔  [ϕ]＝W；否则称ϕ在 M 中不有效，记为 M  ⊭                      ϕ。 
（2）称ϕ在 F 中有效，记为 F ⊨ ϕ，⇔ 对 F 上的任意指派映射[ ]，[ϕ]＝W；否则称ϕ在

F 中不有效，记为 F  ⊭         ϕ   。 
（3）称规则ϕ1,…, ϕn／θ相对 M 保持有效性 ⇔ 若[ϕ1]＝…＝[ϕn]＝W，则[θ]＝W  。┤ 
1.2.5 引理 令<W, N, [ ]>是 ON-模型。则 

（1）[¬ϕ]＝W－[ϕ]， [ϕ∧ψ]＝[ϕ]∩[ψ]， [ϕ∨ψ]＝[ϕ]∪[ψ]， [⊥]＝∅， [ T ]＝W。 
（2）[ϕ]∩[ϕ→ψ]⊆[ψ]。（3）[ϕ→ψ]＝W ⇔ [ϕ]⊆[ψ]。（4）[ϕ↔ψ]＝W ⇔ [ϕ]＝[ψ]。┤ 
1.2.6 定义 令 C 是一个框架类。 
称系统 S 相对 C 是框架可靠系统 ⇔ S 的内定理在 C 的所有框架中有效。 
称系统 S 相对 C 是框架完全系统 ⇔ 在 C 的所有框架中有效的公式是 S 的内定理。┤ 
1.2.7 框架可靠性定理 AKC 相对框架类 Frame(akc)是可靠的。 
证明：任给 akc-框架 F＝<W, N>和 F 上赋值[ ]。 
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下面验证 AKC 的公理相对 M＝<F, [ ]>有效且 AKC 的推理规则相对 M 保持有效性。 
验证公理 TA 和规则 MP：显然。 
验证公理 CTR≥：任给 w∈[(ϕψ≥θ)∧(ϕθ≥ξ)]。则 

<[ϕ], [ψ], [θ]>∈N(w)， <[ϕ], [θ], [ξ]>∈N(w)。 
再据 1.2.3 的(ctr≥)，<[ϕ], [ψ], [ξ]>∈N(w)。再据真值集定义，w∈[ϕψ≥ξ]。再据 1.2.5， 
    w∈[(ϕψ≥θ)∧(ϕθ≥ξ)→ϕψ≥ξ ]。 

验证公理 CC≥：任给 w∈[(ϕψ≥θ1)∧(ϕψ≥θ2)]。则 
<[ϕ], [ψ], [θ1]>∈N(w)， <[ϕ], [ψ], [θ2]>∈N(w)。 

再据 1.2.3 的(cc≥)，<[ϕ], [ψ], [θ1]∩[θ2]>∈N(w)。再据 1.2.5，<[ϕ], [ψ], [θ1∧θ2]>∈N(w)。 
所以 w∈[ϕψ≥θ1∧θ2]。 

验证公理 CA≥：任给 w∈[(ϕ1ψ≥θ)∧(ϕ2ψ≥θ)]。则 
<[ϕ1], [ψ], [θ]>∈N(w)， <[ϕ2], [ψ], [θ]>∈N(w)。 

再据 1.2.3 的(ca≥)， 
<[ϕ1]∪[ϕ2], [ψ], [θ]>∈N(w)。 

再据 1.2.5，<[ϕ1∨ϕ2], [ψ], [θ]>∈N(w)，所以 w∈[(ϕ1∨ϕ2)ψ≥θ]。 
验证公理 CB≥：任给 w∈[(ϕψ1≥θ)∧(ϕψ2≥θ)]。则 

<[ϕ], [ψ1], [θ]>∈N(w)， <[ϕ], [ψ2], [θ]>∈N(w)。 
再据 1.2.3 的(cb≥)， 

<[ϕ], [ψ1]∪[ψ2], [θ]>∈N(w)。 
再据 1.2.5，<[ϕ], [ψ1∨ψ2], [θ]>∈N(w)，所以 w∈[(ϕ1∨ϕ2)ψ≥θ]。 

验证公理 CMP≥：任给 w∈[(ϕψ≥θ)∧ϕ∧ψ]。则 
<[ϕ], [ψ], [θ]>∈N(w)，  w∈[ϕ∧ψ]＝[ϕ]∩[ψ]。 

再据 1.2.3 的(cmp≥)，w∈[θ]。所以 w∈[(ϕψ≥θ)∧ϕ∧ψ→θ]。 
验证公理 ID⊥T≥：任给 w∈W，据 1.2.3 的(id⊥T≥)，<∅, W, ∅>∈N(w)。再据 1.2.5，

w∈[⊥T≥⊥]。 
验证规则 RAE≥：设[ϕ1↔ϕ2]＝W。据 1.2.5（4），[ϕ1]＝[ϕ2]。任给 w∈W， 
w∈[ϕ1ψ≥θ] ⇔ <[ϕ1], [ψ], [θ]>∈N(w)   据真值集定义 

⇔ <[ϕ2], [ψ], [θ]>∈N(w)  据[ϕ1]＝[ϕ2] 
⇔ w∈[ϕ2ψ≥θ]。        据真值集定义 

因此据 w 的任意性，[ϕ1ψ≥θ]＝[ϕ2ψ≥θ]，再据 1.2.5（4），[ϕ1ψ≥θ↔ϕ2ψ≥θ]＝W。 
验证规则 RBM≥：设[ψ→ψ0]＝W。据 1.2.5（3），[ψ]⊆[ψ0]。任给 w∈W， 
w∈[ϕψ0≥θ] ⇔ <[ϕ], [ψ0], [θ]>∈N(w)   据真值集定义 

 ⇒ <[ϕ], [ψ], [θ]>∈N(w)  据[ψ]⊆[ψ0]和 1.2.3 的(rbm≥) 
 ⇔ w∈[ϕψ≥θ]。        据真值集定义 

因此据 w 的任意性，[ϕψ0≥θ]⊆[ϕψ≥θ]，再据 1.2.5（3），[ϕψ0≥θ→ϕψ≥θ]＝W。 
验证规则 RCM≥：设[θ0→θ]＝W。据 1.2.5（3），[θ0]⊆[θ]。任给 w∈W， 
w∈[ϕψ≥θ0] ⇔ <[ϕ], [ψ], [θ0]>∈N(w)    据真值集定义 

 ⇒ <[ϕ], [ψ], [θ]>∈N(w)  据[θ0]⊆[θ]和 1.2.3 的(rcm≥) 
 ⇔ w∈[ϕψ≥θ]。        据真值集定义 

因此据 w 的任意性，[ϕψ≥θ0]⊆[ϕψ≥θ]，再据 1.2.5（3），[ϕψ≥θ0→ϕψ≥θ]＝W。┤ 
1.3.1 定义 令 w 是公式集。 
（1）称 w 是一致集，当且仅当，对所有有穷序列ϕ1,…, ϕn∈w，⊬  ¬(ϕ1∧…∧ϕn)。 
（2）称 w 是极大集，当且仅当，对所有ϕ∈Form，ϕ∈w 或¬ϕ∈w。 
（3）称 w 是极大一致集，当且仅当，w 既是一致的又是极大的。 
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（4）称 AKC 是一致系统，当且仅当，Th(AKC)是一致的。┤ 
1.3.2 引理 AKC 是一致的。 
证明：假设 AKC 不一致。则 Th(AKC)不一致，所以存在ϕ1,…, ϕn∈Th(AKC)使得 

    ⊢ ¬(ϕ1∧…∧ϕn)。 
另一方面，因为ϕ1,…, ϕn∈Th(AKC)，所以易证 ⊢ ϕ1∧…∧ϕn。据定义 1.1.9，AKC 不是

协调的，矛盾于 1.1.10。┤ 
因为 AKC 是 PC 的扩充，所以如通常证明，我们有下列结果。 
1.3.3 引理 令 w 是极大一致集。 
（1）¬ϕ∈w ⇔ ϕ∉w， 

ϕ∧ψ∈w ⇔ ϕ∈w 且ψ∈w，  ϕ∨ψ∈w ⇔ ϕ∈w 或ψ∈w， 
ϕ∈w 且⊢ ϕ→ψ ⇒ ψ∈w，  ϕ∈w 且ϕ→ψ∈w ⇒ ψ∈w。 

（2）Th(AKC)⊆w。 
（3）若   ⊬   ϕ，则存在极大一致集 u 使得ϕ∉u。┤ 
1.3.4 定义 |ϕ|＝{w：w 是极大一致集使得ϕ∈w}。┤ 
1.3.5 引理 令 W 是所有极大一致集的集合。  
（1）|¬ϕ|＝W－|ϕ|， |ϕ∧ψ|＝|ϕ|∩|ψ|，|ϕ∨ψ|＝|ϕ|∪|ψ|，| ⊥ |＝∅，| T |＝W。 
（2）|ϕ|∩|ϕ→ψ|⊆|ψ|。 
（3）|ϕ→ψ|＝W ⇔ |ϕ|⊆|ψ| ⇔ ⊢   ϕ→ψ。 
（4）|ϕ↔ψ|＝W ⇔ |ϕ|＝|ψ| ⇔ ⊢   ϕ↔ψ。 
证明：据上一引理易证。┤ 
1.3.6 定义 定义 AKC 的典范框架<W, N>如下：W＝{w：w 是极大一致集}，且 N 是从

W 到 P(P(W)×P(W)×P(W))中的映射使得：对任意 w∈W 和公式ϕ, ψ和θ， 
<|ϕ|, |ψ|, |θ|>∈N(w) ⇔ ϕψ≥θ∈w。 

定义 AKC 的典范模型<W, N, [ ]>如下：<W, N>是 AKC 的典范框架，且 
[p]＝|p| ， 对每一原子公式 p。┤ 

说明：据引理 1.3.2，AKC 是一致的，所以 W 非空。 
1.3.7 典范模型基本定理 令<W, N, [ ]>是 AKC 的典范模型。任给 w∈W 和公式ξ， 
（1）ξ∈w ⇔ w∈[ξ ]，  （2）| ξ|＝[ξ ]。 
证明：（2）从（1）易得，所以我们只须证（1）。 
施归纳于ξ的结构。原子公式的情况据上一定义。布尔联结词¬和∧的情况如通常所证。 
令ξ＝ϕψ≥θ。所以 

w∈[ξ] ⇔ w∈[ϕψ≥θ]  
⇔ <[ϕ], [ψ], [θ]>∈N(w)   据真值集定义 
⇔ <|ϕ|, |ψ|, |θ|>∈N(w)    据归纳假设 
⇔ ϕψ≥θ∈w           据 1.3.6 
⇔ ξ∈w。┤ 

1.3.8 定理 令 M 是 AKC 的典范模型。则 
M ⊨   ϕ ⇔ ⊢    ϕ， 对每一公式ϕ。 

证明：我们有 

⊢   ϕ ⇔ |ϕ|＝W    据 1.3.3（2）－（3） 

 ⇔ [ϕ]＝W       据上一定理 

 ⇔ M ⊨    ϕ。   据有效性定义 1.2.4 ┤ 
1.3.9 定义  定义 AKC 的适当结构(proper structure) <W, N, [ ]>如下： 
（1）W＝{w：w 是极大一致集}； 
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（2）对所有 w∈W，N(w)是下列集合 

{<|ϕ|, Y, Z>：存在ϕψ≥θ∈w 使得 Y⊆|ψ|且|θ|⊆Z}； 
（3）[p]＝|p|， 对每一句符 p。 
<W, N>称为 AKC 的适当框架。┤ 
1.3.10 引理 令 M＝<W, N, [ ]>是 AKC 的适当结构。则 M 是 AKC 的典范模型。 
证明：据定义 1.3.6，只须证： 
（1）<|ϕ|, |ψ|, |θ|>∈N(w) ⇔ ϕψ≥θ∈w， 对任意 w∈W 和公式ϕ, ψ和θ。 
“⇐”：设ϕψ≥θ∈w。因为|ψ|⊆|ψ|且|θ|⊆|θ|，所以据 N(w)的构造， 

<|ϕ|, |ψ|, |θ|>∈N(w)。 
“⇒”：设<|ϕ|, |ψ|, |θ|>∈N(w)。因为等价类的代表元不是惟一的，所以据 N(w)的构造， 
（2）存在ϕ0ψ0≥θ0∈w 使得|ϕ0|＝|ϕ|, |ψ|⊆|ψ0|且|θ0|⊆|θ|。 

据引理 1.3.5，⊢   ϕ0↔ϕ，⊢   ψ→ψ0 且⊢   θ0→θ。 据 ⊢ ϕ0↔ϕ和 RAE≥， 
⊢  ϕ0ψ0≥θ0↔ϕψ0≥θ0。 

再据 ⊢    ψ→ψ0 和 RBM≥，⊢  ϕ0ψ0≥θ0→ϕψ≥θ0。再据 ⊢             θ0→θ 和 RCM≥， 
⊢       ϕ0ψ0≥θ0→ϕψ≥θ。 

因为ϕ0ψ0≥θ0∈w，所以ϕψ≥θ∈w。┤ 
1.3.11 引理 AKC 的适当框架 F 是 akc-框架。 
证明： 我们来验证 F 满足定义 1.2.3 给出的框架条件。 
验证(ctr≥)：设<X, Y, Z>∈N(w)且<X, Z, U>∈N(w)。则 
（1）存在ϕ1ψ1≥θ1∈w 使得|ϕ1|＝X，Y⊆|ψ1|且|θ1|⊆Z， 且 
（2）存在ϕ2ψ2≥θ2∈w 使得|ϕ2|＝X，Z⊆|ψ2|且|θ2|⊆U。 

因为|ϕ1|＝|ϕ2|，所以 ⊢                                           ϕ1↔ϕ2，因此据（1）的ϕ1ψ1≥θ1∈w 和 RAE≥，有ϕ2ψ1≥θ1∈w。因为

|θ1|⊆|ψ2|，所以 ⊢    θ1→ψ2，再据 RCM≥，ϕ2ψ1≥ψ2∈w，再据（2）的ϕ2ψ2≥θ2∈w 和公理 CTR≥，

易得 
（3）存在ϕ2ψ1≥θ2∈w 使得|ϕ2|＝X，Y⊆|ψ1|且|θ2|⊆U。 

所以<X, Y, U>∈N(w)。 
验证(cc≥)：设<X, Y, Z1>∈N(w)且<X, Y, Z2>∈N(w)。则 
（1）存在ϕ1ψ1≥θ1∈w 使得|ϕ1|＝X，Y⊆|ψ1|且|θ1|⊆Z1， 且 
（2）存在ϕ2ψ2≥θ2∈w 使得|ϕ2|＝X，Y⊆|ψ2|且|θ2|⊆Z2。 

因为 ⊢       ψ1∧ψ2→ψ1 且 ⊢    ψ1∧ψ2→ψ2，所以据ϕ1ψ1≥θ1∈w，ϕ2ψ2≥θ2∈w 和 RBM≥， 
（3）ϕ1(ψ1∧ψ2)≥θ1∈w，ϕ2(ψ1∧ψ2)≥θ2∈w。 

因为|ϕ1|＝|ϕ2|，所以据（3）的后者和 RAE≥，有ϕ1(ψ1∧ψ2)≥θ2∈w。再据（3）的前者和公理

CC≥，易得 
（4）存在ϕ1(ψ1∧ψ2)≥θ1∧θ2∈w 使得|ϕ1|＝X，Y⊆|ψ1∧ψ2|且|θ1∧θ2|⊆Z1∩Z2。 

所以<X, Y, Z1∩Z2>∈N(w)。 

验证(ca≥)：设<X1, Y, Z>∈N(w)且<X2, Y, Z>∈N(w)。则 
（1）存在ϕ1ψ1≥θ1∈w 使得|ϕ1|＝X1，Y⊆|ψ1|且|θ1|⊆Z， 且 
（2）存在ϕ2ψ2≥θ2∈w 使得|ϕ2|＝X2，Y⊆|ψ2|且|θ2|⊆Z。 

因为 ⊢   ψ1∧ψ2→ψ1 且⊢    ψ1∧ψ2→ψ2，所以据ϕ1ψ1≥θ1∈w，ϕ2ψ2≥θ2∈w 和 RBM≥， 
（3）ϕ1(ψ1∧ψ2)≥θ1∈w， ϕ2(ψ1∧ψ2)≥θ2∈w。 

因为 ⊢   θ1→θ1∨θ2 且⊢    θ2→θ1∨θ2，所以据（3）和 RCM≥， 
ϕ1(ψ1∧ψ2)≥θ1∨θ2∈w，ϕ2(ψ1∧ψ2)≥θ1∨θ2∈w。 

再据公理 CA≥，易得 
（4）存在(ϕ1∨ϕ2)(ψ1∧ψ2)≥θ1∨θ2∈w 使得|ϕ1∨ϕ2|＝X1∪X2，Y⊆|ψ1∧ψ2|且|θ1∨θ2|⊆Z。 
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所以<X1∪X2, Y, Z>∈N(w)。 

验证(cb≥)：设<X, Y1, Z>∈N(w)且<X, Y2, Z>∈N(w)。则 
（1）存在ϕ1ψ1≥θ1∈w 使得|ϕ1|＝X，Y1⊆|ψ1|且|θ1|⊆Z， 且 
（2）存在ϕ2ψ2≥θ2∈w 使得|ϕ2|＝X，Y2⊆|ψ2|且|θ2|⊆Z。 

因为 ⊢    θ1→θ1∨θ2 且⊢        θ2→θ1∨θ2，所以据ϕ1ψ1≥θ1∈w，ϕ2ψ2≥θ2∈w 和 RCM≥， 
ϕ1ψ1≥θ1∨θ2∈w， ϕ2ψ2≥θ1∨θ2∈w。 

因为|ϕ1|＝|ϕ2|，所以据 RAE≥， 
ϕ2ψ1≥θ1∨θ2∈w， ϕ2ψ2≥θ1∨θ2∈w。 

再据公理 CB≥，易得 
（3）存在ϕ2(ψ1∨ψ2)≥θ1∨θ2∈w 使得|ϕ2|＝X，Y1∪Y2⊆|ψ1∨ψ2|且|θ1∨θ2|⊆Z。 

所以<X, Y1∪Y2, Z>∈N(w)。 

验证(cmp≥)：设<X, Y, Z>∈N(w)且 w∈X∩Y。据前者， 
（1）存在ϕψ≥θ∈w 使得|ϕ|＝X，Y⊆|ψ|且|θ|⊆Z。 

据ϕψ≥θ∈w 和公理 CMP≥，有ϕ∧ψ→θ∈w，再据 1.3.3， 
（2）ϕ∧ψ∈w ⇒ θ∈w。 

所以 
（3）w∈|ϕ∧ψ| ⇒ w∈|θ|。 

因为|ϕ|＝X, Y⊆|ψ|，所以 X∩Y⊆|ϕ|∩|ψ|＝|ϕ∧ψ|。据设定，w∈X∩Y，所以 w∈|ϕ∧ψ|。据（3），
w∈|θ|。因为|θ|⊆Z，所以 w∈Z。 

验证(id⊥T≥)：任给 w∈W。据公理 ID⊥T≥，⊥T≥⊥∈w，再据 1.3.10 的证明中的（1）， 
<| ⊥ |, | T |, | ⊥ |>∈N(w)。 

再据引理 1.3.5，<∅, W, ∅>∈N(w)。 
验证(rbm≥)：设 Y⊆Y0 且<X, Y0, Z>∈N(w)。据后者， 
（1）存在ϕψ≥θ∈w 使得|ϕ|＝X，Y0⊆|ψ|且|θ|⊆Z。 

因为 Y⊆Y0，所以易得 
（2）存在ϕψ≥θ∈w 使得|ϕ|＝X，Y⊆|ψ|且|θ|⊆Z。 

所以<X, Y, Z>∈N(w)。 
验证(rcm≥)：设 Z0⊆Z 且<X, Y, Z0>∈N(w)。据后者， 
（1）存在ϕψ≥θ∈w 使得|ϕ|＝X，Y⊆|ψ|且|θ|⊆Z0。 

因为 Z0⊆Z，所以易得 
（2）存在ϕψ≥θ∈w 使得|ϕ|＝X，Y⊆|ψ|且|θ|⊆Z。 

所以<X, Y, Z>∈N(w)。┤ 
1.3.12 框架完全性定理 AKC 相对 Frame(akc)是完全的。 
证明：只须证： 

（%） 若ϕ不是 AKC 的内定理，则ϕ在某个 akc-框架中不有效。 
设ϕ不是 AKC 的内定理。令 M＝<W, N, [ ]>是 AKC 的适当结构。则 F＝<W, N>是 AKC

的适当框架。据引理 1.3.10，M 是 AKC 的典范模型。据设定和定理 1.3.8，M  ⊭     ϕ，所以 F  ⊭               
ϕ。再据上一引理，F 是 akc-框架，所以有要证结果。┤ 

结束语： 
我们在定义 1.1.3 后面的说明（3）指出，AKC 有内定理 
（%）ϕψ≥θ→ϕ(ψ∧¬ψ)≥θ。 

但这个公式看起来并不自然，所以我们下一步要做的工作是要建立一个弱于 AKC 的逻辑

WAKC 以避免（%）是内定理。 
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二、主体间能力之比较 

上节提到的不少定义和结果对全文通用，所以不再专门给出。 

本节我们从认知和活动两个方面（分别）比较两个主体的能力。 

1、在认知能力方面之比较 
2.1.1 定义 本文我们用 Agent 表示有穷多个主体的集合。归纳定义：  

ϕ::＝p⏐A≥B⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐KAϕ， 其中 p∈At，A, B∈Agent。 
句符、形如 A≥B 的公式称为原子公式，其余的公式称为复合公式。 
所有形如 A≥B 的公式的集合记为 CA。┤ 
说明：KAϕ的直观意义如通常规定：“A 知道ϕ”。A≥B 的直观意义是：“A 在认知能力

方面不弱于 B”，这是我们要研究的核心思想。 
2.1.2 缩写与规定  缩写定义<KA>ϕ::＝¬KA¬ϕ， A≡B::＝A≥B∧B≥A。 
我们规定联结符的结合力从左到右依次减弱：≥，¬，KA，∧，∨，→，↔。┤ 
2.1.3 定义 （1）S5-型认知系统 ES5 定义如下：对ϕ, ψ∈Form，A∈Agent， 
TA 和 MP 如前规定， 
（KA）   KA(ϕ→ψ)→KAϕ→KAψ，  
（TA）   KAϕ→ϕ，  （知识公理） 
（5A）   ¬KAϕ→KA¬KAϕ， （负反思公理） 
（RNA）  ϕ／KAϕ。 
从上述系统中删去 5A得到的系统称为 T-型认知系统，记作 EST。再从 EST 删去 TA得

到的系统称为 K-型认知系统，记作 ESK。 
（2）比较主体间认知能力的系统 CEA1 定义如下：在 ES5 上增加下列公理和规则： 
（CAB）   A≥B→KBϕ→KAϕ， 对所有ϕ∈Form； 
（RIGAB） {KBϕ→KAϕ：ϕ∈Form}／A≥B。 
（3）称ϕ是 CEA1 的内定理，当且仅当，存在可数公式序列<ϕρ：ρ≤σ>使得σ是某个自

然数或可数无穷基数ℵ0 使得对每一ρ≤σ，ϕρ是 CEA1 的公理或从ϕρ更前面的公式据 CEA1
的推理规则推出，且ϕ＝ϕσ。┤ 

说明：CEA1 是一种半无穷系统。这里所谓半无穷系统是指该系统的公理（模式）都是

有穷长的，但有无穷（推理）规则；这样的规则允许从可数无穷多个前提推出一个结论。 
CAB称为比较公理，它的直观意义比较自然。既然 A 在认知能力方面不弱于 B，那么 A

知道 B 知道的东西。这里之所以用“不弱于”而不用“强于”是因为 B 可以是 A。 
CAB也称为 CEA1 的代表公理或核心公理或主公理或解析公理。后者的意思是：此公理

解析了核心公式直观表示的思想。 
RIGAB称为无穷概括规则或无穷归纳规则：从无穷多个公式中概括或归纳出核心公式直

观表示的思想。此规则多少有些不自然，因为它要求主体具有无穷概括或归纳的能力，这对

主体的智能是一个很高的要求。 
这种用无穷推理规则从另一个方向揭示核心公式（A≥B）的方法称为半无穷方法。 
2.1.4 引理 下面是 CEA1 的导出规则和内定理： 
（1）ϕ1∧…∧ϕn→ϕ／KAϕ1∧…∧KAϕn→KAϕ， 
（2）A≥B／{KBϕ→KAϕ：ϕ∈Form}，① 
（3）A≥A，             

（4）A≥B，B≥C／A≥C，  
（5）A≡B→(KBϕ↔KAϕ)。 
证明：据 RNA和 KA易得（1）。据 CAB易得（2）。据 RIGAB易得（3）。据（2）和 RIGAB

                                                        
①  （2）表示从 A≥B 能得到结论集{KBϕ→KAϕ：ϕ∈Form}。这是一种不太合法的缩写。 
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易得（4）。据 CAB易得（5）。┤ 
2.1.5 定义 定义从 Form 到不含 KA 和 A≥B 的子语言 Form0⊆Form 的翻译映射 t 如下： 

t(p)＝p， t(A≥B)＝t( T )； t(¬ϕ)＝¬t(ϕ)； t(ϕ∧ψ)＝t(ϕ)∧t(ψ)； t(KAϕ)＝t(ϕ)。┤ 
如前定义 t-翻译、t-退化和协调概念，易证： 
2.1.6 定理 CEA1 是协调的。┤ 
2.1.7 定义 称 F＝<W, R>是（认知）框架，记作 F∈Frame(ek)，当且仅当，W 是非空

认知状态集，R 是 Agent 上的映射使得：对每一 A∈Agent，RA是 W 上的二元通达关系。① 
令 Frame(et)是 Frame(ek)中所有满足下列框架条件的框架构成的类：对所有 w∈W， 

(tA) wRAw。 （自返） 
令 Frame(es5)是 Frame(et)中所有满足下列框架条件的框架构成的类：对所有 w, u, v∈W， 

(eA)  wRAu 且 wRAv ⇒ uRAv。 （欧性） 
称<W, R, [ ]>是模型，当且仅当，<W, R>∈Frame(ek)且[ ]是从 At 到 P(W)中的映射。┤ 
说明：对 Frame(es5)中框架的通达关系 RA，wRAu 表示 A 在认知上无法分辨 w 和 u，即

A 根据它在 w 中掌握的信息认为 u 是可能的（参见［3］第 18 页），即它在认知上无法分辨

u 和 w 有不同之处。易证这样的 RA是等价关系。 
2.1.8 定义 令<W, R>是框架。任给 w∈W，RA(w)::＝{u∈W：wRAu}。┤ 
说明：RA(w)直观表示：相对 w，A 无法分辨的所有可能世界的集合。 
2.1.9 真值集定义 定义ϕ相对模型<W, R, [ ]>的真值集[ϕ]如下：对所有 w∈W， 
（1）w∈[¬ϕ] ⇔ w∉[ϕ]，    （2）w∈[ϕ∧ψ] ⇔ w∈[ϕ]且 w∈[ψ]， 
（3）w∈[KAϕ] ⇔ RA(w)⊆[ϕ]， （4）w∈[A≥B] ⇔ ∀ϕ∈Form (w∈[KBϕ→KAϕ])。┤ 
说明：本文以后[¬ϕ]，[ϕ∧ψ]和[KAϕ]总如上定义，故不再提。 
2.1.10 框架可靠性定理 CEA1 相对 Frame(es5)可靠。 
证明：任给框架 F＝<W, R>和 F 上的赋值[ ]。 
TA，KA，MP 和 RNA 的验证如通常。据框架条件(tA)，(eA)和真值集定义容易验证 TA

和 5A。据真值集定义（4）容易验证 CAB和 RIGAB。┤ 
说明：我们认为根据［7］给出的方法可以证明 CEA1 相对 Frame(es5)完全。 
我们也可以根据［8］给出的方法来证明完全性定理。这时我们可以把 A≥B 看作是可

数无穷个公式的合取的缩写： 
A≥B::＝∧{KBϕ→KAϕ：ϕ∈Form}。 

 
令 CEA2 是从 CEA1 中删去 RIGAB得到的系统（即 CEA2 是在 ES5 上增加 CAB得到的

系统）。② 下面我们采用［2］使用过的拟赋值方法来证明 CEA2 相对 Frame(es5)可靠且完全。 
2.1.11 拟赋值定义 令 F＝<W, R>是框架，且令[ ]：Form→P(W)是映射。 
称[ ]为 F 上的拟赋值，当且仅当，对每一复合公式ϕ，[ϕ]满足 2.1.9 的（1）－（3）。┤ 
2.1.12 拟赋值惟一存在定理  令 F＝<W, R>是框架，且令 f：At→P(W)和 g：CA→P(W)

是两个映射。则 F 上存在唯一的拟赋值[ ]满足下列条件： 
（1）[p]＝f(p)， 对每一 p∈At； 
（2）[A≥B]＝g(A≥B)， 对每一 A≥B∈CA。 
证明：递归定义 

[p]＝f(p)， 对每一 p∈At； 
[A≥B]＝g(A≥B)， 对每一 A≥B∈CA； 
[¬ϕ]＝W－[ϕ]； [ϕ∧ψ]＝[ϕ]∩[ψ]； [KAϕ]＝{w：RA(w)⊆[ϕ]}。 

                                                        
①  上述每一 RA是 R(A)的缩写。 
②  这时内定理的定义如通常：有穷长的形式证明的最后一项。 
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易见[ ]是惟一满足上述条件（1）－（2）的拟赋值。┤ 
2.1.13 赋值定义  令 F＝<W, R>是框架，且令[ ]是 F 上的拟赋值。 
（1）称[ ]是 F 上的赋值，当且仅当，[ ]还满足下列条件：  

（＃）[A≥B]⊆[KBϕ→KAϕ]， ∀ϕ∈Form。 
（2）称<F, [ ]>是模型，当且仅当，[ ]是 F 上的赋值。┤ 
2.1.14 赋值存在定理  令 F＝<W, R>是框架，令 f：At→P(W)。则存在 F 上赋值[ ]使得 

[p]＝f (p)， 对每一 p∈At。 
证明：令 g：CA→P(W)使得 

g(A≥B)＝{w：RA(w)⊆RB(w)}， 对每一 A≥B∈CA。 
据拟赋值惟一存在定理，F 上存在唯一的拟赋值[ ]，满足下列条件： 
（1）[p]＝f(p)， 对每一 p∈At； 
（2）[A≥B]＝g(A≥B)， 对每一 A≥B∈CA。 
下证[ ]是赋值，即证上一定义的（＃）成立：任给 w∈[A≥B]，据（2），w∈g(A≥B)，

再据 g 的定义，有 RA(w)⊆RB(w)。由此易证 

  w∈[KBϕ→KAϕ]， ∀ϕ∈Form。┤ 
RA(w)⊆RB(w)说明：相对 w，A 在认知上无法分辨的可能世界不多于 B 在认知上无法分

辨的可能世界，因此 A 在认知能力方面不弱于 B。 
2.1.15 框架可靠性定理 CEA2 相对 Frame(es5)可靠。 
证明：任给框架 F＝<W, R>和 F 上赋值[ ]。 
验证公理 CAB：任给ϕ∈Form，据拟赋值定义（＃），易证[A≥B→KBϕ→KAϕ]＝W。 

CEA2 的其余公理和规则的验证如 2.1.10。┤ 
2.1.16 定义 令 w 是公式集。w－KA::＝{ϕ：KAϕ∈w}。┤ 
2.1.17 定义  定义 CEA2 的典范框架 F＝<W, R>如下： 
（1）W＝{w：w 是 CEA2-极大一致集}， 
（2）R＝{RA：A∈Agent}使得每一 RA＝{<w, u>∈W2：w－KA⊆u}。┤ 
2.1.18 典范框架主引理 令<W, R>是 CEA2 的典范框架，令 w∈W。则 

KAϕ∈w ⇔ ∀u∈W(wRAu ⇒ ϕ∈u)。 
证明：参见［2］的 3.14 的证明。┤ 
2.1.19 定义 （1）|ϕ|::＝{w：w 是 CEA2-极大一致集使得ϕ∈w}。 
（2）称[ ]为典范赋值，当且仅当，[ ]是从 Form 到 P(W)中的映射使得[ϕ]＝|ϕ|。┤ 
2.1.20 定理  令 F＝<W, R>是 CEA2 的典范框架，令[ ]是典范赋值。则[ ]是 F 上的赋值。 
证明：先证[ ]是拟赋值。首先，据[ ]的定义，易证 
（1）[¬ϕ]＝|¬ϕ|＝W－|ϕ|＝W－[ϕ]。 
（2）[ϕ∧ψ]＝|ϕ∧ψ|＝|ϕ|∩|ψ|＝[ϕ]∩[ψ]。 

此外我们还有 
（3）w∈[KAϕ] ⇔ w∈|KAϕ|                   据[ ]的定义 

          ⇔ KAϕ∈w                     据 2.1.19 
             ⇔ ∀u∈W(wRAu ⇒ u∈|ϕ|)        据典范框架主引理 

 ⇔ ∀u∈W(wRAu ⇒ u∈[ϕ])      据[ ]的定义       
 ⇔ RA(w)⊆[ϕ]。                 

最后我们来证[ ]是赋值。据公理 CAB，有 
⊢  A≥B→KBϕ→KAϕ， 对所有ϕ∈Form。 

由此易证 
|A≥B|⊆|KBϕ→KAϕ|， 对所有ϕ∈Form。 
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再据[ ]的定义，有 
[A≥B]⊆[KBϕ→KAϕ]， 对所有ϕ∈Form。┤ 

2.1.21 定义  称<W, R, [ ]>是 CEA2 的典范模型，当且仅当，<W, R>是 CEA2 的典范框

架，且[ ]是典范赋值。┤ 
2.1.22 完全性定理 CEA2 相对 Frame(es5)完全。 
证明：我们只须证： 
（%）若 ⊬  ϕ，则存在框架 F∈Frame(es5)使得 F  ⊭ ϕ。 
令 M＝<W, R, [ ]>是 CEA2 的典范模型。设 ⊬  ϕ。如通常易证，存在 CEA2-极大一致集

u 使得ϕ∉u，故 u∉|ϕ|，故|ϕ|≠W。因为[ϕ]＝|ϕ|，故[ϕ]≠W，所以 M  ⊭  ϕ，故<W, R>   ⊭ ϕ。   
如前易证<W, R>∈Frame(es5)。┤ 

  说明：若我们用下列公理 
（DAB） A≥B∨KBA≥B 

替换 RIGAB，且用 

w∈[A≥B] ⇔ RA(w)⊆RB(w) 
替换 2.1.9（4），则我们可以如［1］那样证明框架可靠性定理和框架完全性定理（特别是后

者）。但据 DAB和 TA能得内定理 A≥B。这当然是我们不想要的。下面我们引入一个较自然

的系统。 
令 CEA3 是在 ES5 上增加核心公理 CAB和下列公理得到的系统： 
（EAB）<KA>KBA≥B。 

EAB的直观意义要比 DAB自然些。从形式上看也弱些，即从 DAB，RNA 和 TA能推出 EAB。
① 

  令 Frame(cea3)是由 Frame(es5)中所有满足下列框架条件的框架构成的类（参见 2.1.7）： 
(eAB)  ∃u∈W(wRAu 且∀v∈W(uRBv ⇒ RA(v)⊆RB(v)))。 

  我们把 2.1.9（4）替换为 w∈[A≥B] ⇔ RA(w)⊆RB(w)。 
2.1.23 框架可靠性定理 CEA3 相对 Frame(cea3)可靠。 
证明：任给框架 F＝<W, R>和 F 上赋值[ ]。 
验证 CAB：任给 w∈W 使得 w∈[A≥B]。据真值集定义（4），有 RA(w)⊆RB(w)。任给ϕ，

易证 w∈[KBϕ→KAϕ]。 

验证 EAB：据框架条件(eAB)和真值集定义易证。 
其余公理和规则的验证如通常。┤ 
2.1.24 框架完全性定理 CEA3 相对 Frame(cea3)完全。 
证明：定义 CEA3 的典范框架如 2.1.17。 
框架完全性的证明中有许多部分都是类似的，所以这里略去不提。笔者认为惟一不平凡

之处就是证明下面的主引理： 
典范框架主引理  A≥B∈w ⇔ RA(w)⊆RB(w)。 
证明：“⇒”：设 A≥B∈w。任给 u∈W 使得 wRAu。则 

① w－KA⊆u。 

要证 wRBu，即要证：w－KB⊆u。任给ϕ∈w－KB，则 KBϕ∈w，再据设定 A≥B∈w 和公理 CAB，

有 KAϕ∈w，再据①，有ϕ∈u。 
“⇐”：设 A≥B∉w。要证： 

② 存在 u∈W 使得：(a) w－KA⊆u，且(b) w－KB ⊈ u。 

先证(a)：假设 w－KA∪{KBA≥B}不一致，则存在ϕ1,…, ϕn∈w－KA使得 

 ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→¬KBA≥B。 
                                                        
①  严格说，据规则 RNB。 
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再据 KA和 RNA（也即据 2.1.4（1））易得 
⊢   KAϕ1∧…∧KAϕn→KA¬KBA≥B。 

因为 KAϕ1,…, KAϕn∈w，所以 KA¬KBA≥B∈w，矛盾 EAB属于 w，因此 w－KA∪{KBA≥B}一
致，据 Lindenbaum-引理，①存在 u∈W 使得 

③ w－KA⊆u 且¬KBA≥B∉u。 
因此上述(a)成立。 

最后证(b)成立：据设定，有¬A≥B∈w，再据公理 TA，有¬KBA≥B∈w，再据公理 5A，

有 KB¬KBA≥B∈w，所以¬KBA≥B∈w－KB。再据③，易见(b)成立。 
这样我们证明了主引理。据主引理，如通常易证典范模型基本定理。 
另一方面，据主引理和公理 EAB，易证(eAB)成立。 
据这两个结果，如 2.1.22，我们不难证明框架完全性定理。┤ 
说明：从上述证明看，我们甚至可以用更弱的 A≥B∨<KA>KBA≥B 代替公理 EAB。但

这里我们还是用 EAB构造系统，因为 EAB的直观意义比较自然。 
从上述证明还能看到，我们可以把 CEA3 减弱为系统 CEA3*：ESK 加 CAB和 EAB以及

下列公理： 
（BA） ϕ→KA<KA>ϕ。 （对应的框架条件调整为对称性：wRAu ⇒ uRAw。） 
更弱一些，我们只需要如下极小系统 CEA30：ESK 加 CAB和 EAB以及下列公理： 
（WBA）¬A≥B→KB<KB>¬A≥B， 对所有 A, B∈Agent。② 
 

以上我们构造 CEA3－CEA30 所采用的方法是用核心公式生成的常公式对代表公理进

行代入的方法，简称自代入方法。这里的核心公式是指 A≥B。A≥B 生成的常公式是指用

A≥B 通过¬，∧和 KA构造起来的公式。这样的公式称为自代入公式。虽然 CAB相对当下语

义是有效式，但在证明框架完全性定理时，还需要它的一个逆公式作为公理： 
（1）(KBϕ0→KAϕ0)→A≥B， 存在ϕ0∈Form。 

而（1）等价 
（2）¬A≥B→KBϕ0∧¬KAϕ0， 存在ϕ0∈Form。 

此公理等价下面两个公理： 

① ¬A≥B→KBϕ0， 和  
② ¬A≥B→¬KAϕ0。 

考虑<KB>¬A≥B。易见它是 A≥B 生成的常公式。用此自代入公式代入①和②的ϕ0，有 
①* ¬A≥B→KB<KB>¬A≥B， 和 
②* ¬A≥B→¬KA<KB>¬A≥B。 
易见①*就是 WBA，而 EAB蕴涵②*。A≥B 生成的常公式①*和②*以后也称为代表公理

CAB的自代入公理或辅公理。根据情况省略①*和②*的某个前件也称自代入公理。 
用自代入方法构造起来的系统称为自代入系统。CEA3－CEA30 就是自代入系统。如前

所见，自代入系统可以有相应的变种。或者说，自代入系统不是惟一的。 
本文以后我们常用自代入方法。 

可以证明①*和②*相对当下系统等价 
③ (KB<KB>¬A≥B→KA<KB>¬A≥B)→A≥B。 

因此我们有内定理 

A≥B↔(KB<KB>¬A≥B→KA<KB>¬A≥B)。 

这样的公式以后称为固定点公式。 

                                                        
①  参见后列文献［13］的 2.2.5（2）。 
②  也要相应调整框架条件。 
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本小节结束时，我们给出以下说明： 

1、任给非空集Φ⊆Form，我们还可以把 CAB和 RIGAB相对化：  
（CAB，Φ）   A≥B→KBϕ→KAϕ， 对所有ϕ∈Φ； 
（RIGAB，Φ） {KBϕ→KAϕ：ϕ∈Φ}／A≥B。 

这样的Φ可以表示某个领域（中的所有命题的集合）。注意：Φ有两个极限：Φ是单元集{ϕ}
或Φ是全体公式集 Form。若是后者则退化为 CAB和 RIGAB，若是前者则刻画相对特定ϕ两个

主体在认知能力方面的比较。 
2、CAB还有一个变种： 

（CbAB） KAB→KA(KBϕ→ϕ)。 

读者可以考虑若用 CbAB代替 CAB，我们如何得到框架可靠性定理和框架完全性定理。 
3、令 G⊆Agent。我们还可以增加表达式 A≥G。它表示 A 在认知能力方面不弱于 G。

因此我们可以把下列公式作为公理加入上述系统： 
A≥G↔∧{A≥B：B∈G}。 

显然，A≥G 是 A≥B 的概括。 
任给 Agnet 的主体构成的不为空的序列 s＝<A1, … , An>和 t＝<B1, … , Bm>，令 Ks 是

KA1…KAn 且令 Kt 是 KB1…KBm。引入核心公式 s≥t，我们还可以如下把 CAB和 RIGAB相对化：  
（Cst）   s≥t→Ksϕ→Ktϕ； 
（RIGst） {Ksϕ→Ktϕ：ϕ∈Φ}／s≥t。 

  4、我们在［1］、［2］和［4］分别刻画了如下思想：认知一个命题、认知一个活动（本

文第 6 节我们也要给出几类这样的系统）、认知一个主体、认知一个个体、认知一个关系、

认知一个概念（本文第 7 节我们也要给出几类这样的系统）、认知一个范畴。令 X 分别是［1］、
［2］，［4］和后面第 6－7 节给出的全体命题、活动、主体、个体、关系、概念、或范畴的

集合，则我们可以把下面一组公理和规则加到适当的系统上（正像前面我们构造 CEA1 那

样：在那里 X＝Form）： 
（CAB，X）   A≥B→KBx→KAx， 对所有 x∈X； 
（RIGAB，X） {KBx→KAx：x∈X}／A≥B。 

   我们还可以取 Y 是上述所有 X 的并集的一个子集，然后如上引入 CAB，Y和 RIGAB，Y。

这组公理和规则刻画了主体在多层次的认知能力方面的比较。 
5、我们还可以考虑反思型的逻辑：只须把公理 CAB，X 改成 A≥B→KA(KBx→KAx)，规

则 RIGAB，X不变。 
2、在活动能力方面之比较 
本节我们用 A≧B 直观表示：“A 在活动能力方面不弱于 B”。 
2.2.1 定义 本文我们用 Act 表示可数无穷多个（原子）活动的集合。关于复合活动的情

况，以后我们另发文。 
归纳定义集合 Form1 如下：  

ϕ::＝p⏐A≧B⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐[αA]ϕ， 其中 p∈At，A∈Agent，α∈Act。 
归纳定义集合 Form2 如下：  

ϕ::＝p⏐A≧B⏐Aα⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐[αA]ϕ， 其中 p∈At，A∈Agent，α∈Act。 
所有形如 A≧B 的公式的集合记为 DA。此外，<αA>ϕ::＝¬[αA]¬ϕ。┤ 
2.2.2 定义 （1）Form1 表述的动态系统 DS 定义如下：对ϕ, ψ∈Form，A∈Agent，α∈Act， 
TA 和 MP 如前规定， 
（KαA）  [αA](ϕ→ψ)→[αA]ϕ→[αA]ψ， 
（RNαA） ϕ／[αA]ϕ。 
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（2）Form1 表述的比较主体间活动能力的系统 CAA1 定义如下：在 DS 上增加： 
（C1AB）  A≧B→<αB>T→<αA>T， 对所有 α∈Act； 
（RIG1AB） {<αB>T→<αA>T：α∈Act}／A≧B。 
（3）Form1 表述的比较主体间活动能力的系统 CAA2 定义如下：在 DS 上增加： 
（C2AB）  A≧B→[αB]ϕ→[αA]ϕ， 对所有 α∈Act 和ϕ∈Form； 
（RIG2AB） {[αB]ϕ→[αA]ϕ：α∈Act，ϕ∈Form}／A≧B。 
（4）Form2 表述的比较主体间活动能力的系统 CAA3 定义如下：在 DS 上增加： 
（AαA）    [αA]Aα； 
（RαA）        <αA>Aα→[αA] ϕ／Aα→ϕ； 
（C3AB）  A≧B→Bα→Aα， 对所有 α∈Act； 
（RIG3AB） {Bα→Aα：α∈Act}／A≧B。┤ 
说明：CAA1 比较的是主体在潜能意义上的活动能力，CAA2 比较的是主体在活动造成

的结果的意义上的活动能力，CAA3 比较的是主体在做过活动的意义上的活动能力（这里的

Xα 直观表示主体 X 做过 α）。如前易证： 
2.2.3 定理 上述系统是协调的。┤ 
2.2.4 定义 称<W, R>是动态框架，本节简称框架，当且仅当，W 是非空状态集，R 是

定义域为 Act×Agent 的映射，使得对每一<α, A>∈Act×Agent，RαA是 W 上的二元通达关系。 
所有上述框架的类记作 Frame(ds)。┤ 
说明：上述每一 RαA是 R(α, A)的缩写。 
2.2.5 真值集定义 定义ϕ相对模型<W, R, [ ]>的真值集[ϕ]如下：对所有 w∈W， 
（1）－（2）[¬ϕ]和[ϕ∧ψ]如前定义； 
（3）w∈[[αA]ϕ] ⇔ RαA(w)⊆[ϕ]， 其中 RαA(w) ::＝{u∈W：wRαAu}；  

相对 CAA1, CAA2 和 CAA3，[A≧B]分别定义为 
（41）w∈[A≧B] ⇔ 对所有 α∈Act，w∈[<αB>T→<αA>T ]， 

  （42）w∈[A≧B] ⇔ 对所有 α∈Act 和ϕ∈Form，w∈[[αB]ϕ→[αA]ϕ]， 
（43）w∈[A≧B] ⇔ 对所有 α∈Act，w∈[Bα→Aα]， 其中[Aα]定义为 

w∈[Aα] ⇔ ∃u∈W(uRαAw)。┤ 
说明：本文以后[αA]ϕ总如上定义，故不再提。如前我们可以证明相应的框架可靠性定

理（对 CAA3 中关于 Aα的部分，可以参见［5］的第 3 节的相关证明）。 
以后∃u∈W(uRαAw)缩写为∃uRαAw。 
令CAA1*, CAA2*和CAA3*是分别从CAA1, CAA2和CAA3删去各自的无穷推理规则

得到的系统。用前面给出的拟赋值方法，我们还可以仿效 2.1.11－2.1.22，分别证明 CAA1*, 
CAA2*和 CAA3*的框架可靠性定理和框架完全性定理（CAA3*中关于 Aα的部分，可以参

见［5］的第 3 节的相关证明）。这里证明的关键是证明赋值存在定理。为此仿效 2.1.14 的证

明，我们相对 CAA1*, CAA2*和 CAA3*分别定义从 DA 到 P(W)中的映射 g1, g2 和 g3 如下： 
g1(A≧B)＝{w：RαB(w)≠∅ ⇒ RαA(w)≠∅}， 
g2(A≧B)＝{w：RαA(w)⊆RαB(w)}， 
g3(A≧B)＝{w：∃uRαBw ⇒ ∃uRαAw}。 

其余的证明如前。 
  注意：相对 CAA2，我们可以删去无穷推理规则，然后用自代入方法通过增加自代入公

理和对应的框架条件来证明框架完全性，而 CAA1 和 CAA3 不行，除非我们引入原子活动

生成的复合活动，且代入是对复合活动进行的（也不是前面的自代入），正像后列文献［4］
给出的刻画通过活动来否定的逻辑那样（那里我们用测试活动作为一种特定活动进行代入，

从而证明的也是模型完全性定理）。 
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3、在认知能力和活动能力两方面之比较 
我们用 A≫B 直观表示 A 在认知能力和活动能力两个方面都不弱于 B。 
最简单的方案是把前面比较主体间认知能力的系统和比较主体间活动能力的系统聚合

在一起，然后增加公理：A≫B↔A≥B∧A≧B。 
此外，我们还可以定义下列表达式且如上引入相应的公理： 

A 在认知能力方面不弱于 B 但在活动能力方面弱于 B：A≥B∧¬A≧B， 
A 在认知能力方面弱于 B 但在活动能力方面不弱于 B：¬A≥B∧A≧B。 
A 在认知能力和活动能力两个方面都弱于 B：¬A≥B∧¬A≧B。 

  结束语：我们也可以如前一小节最后指出的那样，给出上述逻辑的各种变种。 

 

三、关于主体言行的逻辑 

本节我们考虑主体的言行关系。这里的言就是言说，行看作是活动。 
为了简单，本节我们只给出一些思路。想必读者能根据前面的内容，给出相应的形式化

定义，并证明相应的结果。 
3.1 定义 归纳定义集合 Form 如下：其中 p∈At，A∈Agent，α∈Act，  

ϕ::＝p⏐Aα⏐C1A⏐C2A⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐[αA]ϕ⏐SAϕ。 

所有形如 C1A 和 C2A 的公式的集合记为 EA。另外，CA::＝C1A∧C2A。┤ 

说明：SAϕ直观表示：A 公开说过ϕ。① C1A 直观表示：A 公开说过它做过的活动皆做

过。C2A 直观表示：A 做过的活动 A 都公开说过。 

3.2 定义 称<W, S, R>是 sa-框架，本节简称框架，当且仅当，W 是非空状态集，S 是

定义域为 Act 的映射，使得对每一 A∈Agent，SA是从 W 到 P(Form)的映射，且 R 是定义域

为 Act×Agent 的映射，使得对每一<α, A>∈Act×Agent，RαA是 W 上的二元通达关系。 
所有上述框架的类记作 Frame(sa)。┤ 
说明：SA(w)表示 A 在 w 中公开说出的全部话。根据需要，我们可以规定 SA(w)具有什

么性质。这样的性质通常是用某种封闭性来表示。 
3.3 真值集定义 定义ϕ相对模型<W, S, R, [ ]>的真值集[ϕ]如下： 对所有 w∈W，  

（4）w∈[SAϕ] ⇔ ϕ∈SA(w)，  （5）w∈[Aα] ⇔ ∃uRαAw， 

（6）w∈[C1A] ⇔ ∀α∈Act (w∈[SAAα→Aα])， 

（7）w∈[C2A] ⇔ ∀α∈Act (w∈[Aα→SAAα])。┤ 

3.4 定义 关于主体言行的系统 SA 定义如下：在 DS 上增加下列公理和规则： 
（AαA）   [αA]Aα；   （RαA）   <αA>Aα→[αA] ϕ／Aα→ϕ； 

（C1A）  C1A→SAAα→Aα， 对所有 α∈Act； 

（RIG1A） {SAAα→Aα：α∈Act}／C1A。 

                                                        
①  公开说过，可理解为公布（public announcement）。它是一种被逻辑学研究过的活动，参见文献［9］。 
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（C2A）  C2A→Aα→SAAα， 对所有 α∈Act； 

（RIG2A） {Aα→SAAα：α∈Act}／C2A。┤ 

不难证明 SA 相对 Frame(sa)的框架可靠性定理。 
从 SA 中删去 RIG1A和 RIG2A，用前面给出的拟赋值方法，不难证明框架完全性定理。

仿效 2.1.14 的证明，我们定义从 EA 到 P(W)中的映射 g 如下：  

g(C1A)＝{w：Aα∈SA(w) ⇒ ∃uRαAw}， 

g(C2A)＝{w：∃uRαAw ⇒ Aα∈SA(w)}。 

其余的证明如前。 
注意：在如 2.1.17 构造典范模型时，对每一极大一致集 w，我们还要增加下列定义： 

  SA(w)＝{ϕ：SAϕ∈w}。 

结束语： （1）我们也可以修改 3.3 的（6）和（7）如下： 

（6∃）w∈[C∃1A] ⇔ ∃α∈Act (w∈[SAAα→Aα])， 

（7∃）w∈[C∃2A] ⇔ ∃α∈Act (w∈[Aα→SAAα])。 

但这又是另一类逻辑了，因为 C∃1A 和 C∃2A 的直观意义已经不同于 C1A 和 C2A 的。 

（2）通常我们也用“敢说敢做”来刻画一个主体。但我们认为“敢说敢做”的“说”

不同于“公开说过” 的“说”，因为这里的“敢”是一个模态词。 
（3）读者可以考虑对复合活动进行代入的方法证明完全性定理。 
 
四、通过认知一个主体的言行来认知该主体 

如何认知一个主体？我们在［6］、［4］和［2］已经给出了几个方案，建立了几类逻辑。 
本节我们要从逻辑上刻画下列思想：通过认知一个主体的言行来认知该主体。 
本节我们用 KAB 直观表示：“A 通过认知 B 的言行来认知 B”。 
4.1 定义 归纳定义集合 Form 如下：  

ϕ::＝p⏐Aα⏐KAB⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐[αA]ϕ⏐KAϕ⏐SAϕ， 其中 p∈At，A∈Agent，α∈Act。

所有形如 KAB 的公式的集合记为 FA。┤ 
4.2 定义 称框架<W, S, R>是言行框架，本节简称框架，⇔ W 是非空（认知）状态集， 

S 如 3.2 定义，R 是定义域为(Act×Agent)∪Agent 的映射，使得对每一<α, A>∈Act×Agent，
RαA是 W 上的二元通达关系；且对每一 A∈Agent，RA是 W 上的二元自返欧性关系。 

所有上述框架的类记作 Frame(kag6)。┤ 

4.3 真值集定义 [SAϕ]和[Aα]如前定义，此外，对所有 w∈W，  

（7）w∈[KAB] ⇔ ∀ϕ∈Form (w∈[SBϕ→KASBϕ])且∀α∈Act (w∈[Bα→KABα])。┤ 

说明：（7）直观表示：A 知道 B 意味 A 不仅知道 B 说过什么，还知道 B 做过什么。 
4.4 定义 （1）经典动态认知系统 DES5 定义如下：在 ES5 上增加下列公理和规则： 
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（KαA）    [αA](ϕ→ψ)→[αA]ϕ→[αA]ψ，  （RNαA） ϕ／[αA]ϕ。 
（2）知道一个主体的系统 KAG6 定义如下：在基础系统 DES5 上增加下列公理和规则： 
（AαA）    [αA]Aα，     （RαA）  <αA>Aα→[αA] ϕ／Aα→ϕ， 

（K6AB）   KAB→(SBϕ→KASBϕ)∧(Bα→KABα)， 对所有 α∈Act 和ϕ∈Form；  

（RIG6AB） {SBϕ→KASBϕ：ϕ∈Form}，{Bα→KABα：α∈Act}／KAB。┤ 

说明：据 K6AB，易得内定理 KAB→SBϕ∧Bα→KA(SBϕ∧Bα)。 

不难证明 KAG6 相对 Frame(kag6)可靠。 
令 KAG7 是从 KAG6 删去 RIG6AB 得到的系统。用前面给出的拟赋值方法，不难证明

KAG7 有框架完全性定理。为了证明赋值存在定理，仿效 2.1.14 的证明，我们定义从 FA 到

P(W)中的映射 g 如下：  
g(KAB)＝{w：∀u∈W(wRAu ⇒ SB(u)⊆SB(w)) 

且∀vu∈W(vRαBw 且 wRAu ⇒ ∃u0RαBu)}。 
其余的证明如前。 
  我们把 4.3 的（7）替换为 

（7B）w∈[KAB]  

⇔ ∀ϕ∈Form (w∈[(SBϕ∧ϕ→KA(SBϕ∧ϕ))∧(SBϕ∧¬ϕ→KA(SBϕ∧¬ϕ))]) 

且∀α∈Act (w∈[Bα→KABα])。┤ 
（7B）直观表示：A 知道 B 意味 A 不仅知道 B 说过的话是真是假，还知道 B 做过什么。 
4.5 定义 知道一个主体的系统 KAG8 定义如下：在 KAG6 中用下列公理和规则替换

K6AB和 RIG6AB： 

（K8AB）   KAB→(SBϕ∧ϕ→KA(SBϕ∧ϕ))∧(SBϕ∧¬ϕ→KA(SBϕ∧¬ϕ))∧(Bα→KABα)， 

对所有 α∈Act 和ϕ∈Form；  

（RIG8AB） {(SBϕ∧ϕ→KA(SBϕ∧ϕ))∧(SBϕ∧¬ϕ→KA(SBϕ∧¬ϕ))：ϕ∈Form}， 

{Bα→KABα：α∈Act}／KAB。┤ 
说明：不难证明相应的框架可靠性定理。 
读者可以把自代入方法和对复合活动进行代入的方法结合起来证明完全性定理。 

 
五、一种刻画主体知行关系的逻辑 
第 1 种方案：我们从技术上平移第 2 节第 1 小节最后的内容（关于 CEA3 的内容），但

这里提出的逻辑所刻画的思想与那里用 A≥B 直观表示的思想不同。 
我们在［1］给出“知道活动α”的逻辑。刻画这个思想的代表公理的多主体化是 
（KA1αA）KAα→[αA]ϕ→KAϕ。 

它直观表示：若 A 知道α，则 A 知道自己做了α的一切后果。现在我们倒过来考虑下列公式： 
（AK1αA）αAK→KAϕ→[αA]ϕ。 
AK1αA也刻画了主体的一种知行关系。AK1αA 的右边直观表示：A 知道的都是 A 做α的

后果。所以我们可以把αAK 直观理解为：A 通过做α达到知（知状态或知概念）。如我们把α
看作是学习这一活动，则 AK1αA直观表示：若 A 通过学习达到知，A 知道的都是 A 学习的

结果。 
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严格地说，我们应该把αAK 表示为αAKA。后者直观理解为：A 通过做α达到 A 的知。

这说明，不同的主体通过α达到的是不同的（它自己的）知。但为了简单，下面我们还是用

αAK 表示为αAKA。以后我们还可以把αAKA概括到αAKB。 
我们可以说，αAK 刻画的是：A 通过活动α达到一种用 K 来表示的（静止的）认知状态。

这是一种从动到静的刻画。说它达到一种认知状态是指我们还可以达到其他不同的认知状

态。它们可以用下列代表公理表示： 
αAK→<KA>ϕ→[αA]ϕ， αAK→KAϕ→<αA>ϕ， 
αAK→KAϕ→[αA]KAϕ， …… 

归纳定义：  
ϕ::＝p⏐αAK⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐[αA]ϕ⏐KAϕ， 其中 p∈At，A∈Agent，α∈Act。 

令 AK1 是在 DES5 上增加 AK1αA和下列公理得到的系统： 
（WAK1αA）<αA>KAαAK。 
从后面典范框架主引理的证明可见，我们甚至可以用更弱的αAK∨<αA>KAαAK 代替

WAK1αA。但这里我们还是用<αA>KAαAK，因为它的直观意义很自然。 
据 WAK1αA和公理 TA易得 AK1 的内定理<αA>αAK，其直观意义也较自然。 
另外，易证 AK1 有下面的固定点公式为内定理： 

αAK↔(KA¬KAαAK→[αA]¬KAαAK)。 
5.1 定义 称 F＝<W, R>是动态认知框架，本节简称框架，记作 F∈Frame(dek)，当且仅

当，W 如前定义，R 是定义域为(Act×Agent)∪Agent 的映射，使得对每一<α, A>∈Act×Agent，
RαA是 W 上的二元通达关系；且对每一 A∈Agent，RA是 W 上的二元通达关系。 

令 Frame(det)是 Frame(dek)中所有自返框架构成的类。  
令 Frame(des5)是 Frame(det)中所有欧性框架构成的类。 
令 Frame(ak1)是 Frame(des5)中所有满足下列框架条件的框架构成的类：对 w∈W， 

(wak1αA)  ∃u∈W(wRαAu 且∀v∈W(uRAv ⇒ RαA(v)⊆RA(v))。 
5.2 真值集定义 w∈[αAK] ⇔ RαA(w)⊆RA(w)，对所有 w∈W。 
5.3 框架可靠性定理 AK1 相对 Frame(ak1)可靠。 
证明：任给框架 F＝<W, R>和 F 上赋值[ ]。 
验证 AK1 αA：任给 w∈W 使得 w∈[αAK]。据上述真值集定义，有 RαA(w)⊆RA(w)。任给

ϕ∈Form，易证 w∈[KAϕ→[αA]ϕ]。 

验证 WAK1αA：据框架条件(wak1αA)和真值集定义易证。 
其余公理和规则的验证如通常。┤ 
5.4 框架完全性定理 AK1 相对 Frame(ak1)完全。 
证明：定义 AK1 的典范框架<W, R>如下： W 是所有 AK1-极大一致集的集合，对每一

A∈Agent，RA如 2.1.24 定义，且对每一α∈Act， 

RαA＝{<w, u>∈W2：w－[αA]
⊆u}， 其中 w－[αA]

::＝ {ϕ：[αA]ϕ∈w}。 

只证典范框架主引理  αAK∈w ⇔ RαA(w)⊆RA(w)。 
证明：“⇒”：设αAK∈w。任给 u∈W 使得 wRαAu。则 

① w－[αA]
⊆u。 

要证 wRAu，即要证：w－KA⊆u。任给ϕ∈w－KA，则 KAϕ∈w，再据设定αAK∈w 和公理 AK1αA，

有[αA]ϕ∈w，再据①，有ϕ∈u。 
“⇐”：设αAK∉w。要证： 

② 存在 u∈W 使得(a) w－[αA]
⊆u，且(b) w－KA ⊈ u。 
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先证(a)：假设 w－[αA]
∪{KAαAK}不一致，则存在ϕ1,…, ϕn∈w－[αA]

使得 

 ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→¬KAαAK。 
再据 KαA和 RNαA易得 

⊢   [αA]ϕ1∧…∧[αA]ϕn→[αA]¬KAαAK。 

因为[αA]ϕ1,…, [αA]ϕn∈w，故[αA]¬KAαAK∈w，矛盾于 WAK1αA属于 w，故 w－[αA]
∪{KAαAK}

一致，据 Lindenbaum-引理，存在 u∈W 使得 

③ w－[αA]
∪{KAαAK}⊆u。 

因此上述(a)成立。 

最后证(b)成立：据设定，有¬αAK∈w，再据公理 TA，有¬KAαAK∈w，再据公理 5A，有

KA¬KAαAK∈w，所以¬KAαAK∈w－KA。而据③，有¬KAαAK∉u。所以(b)成立。┤ 
说明：从上述证明最后一部分可见，我们可以构造极小系统 AK10。它由 DESK（＝从

DES5 中删去 TA和 5A得到的系统）加 AK1αA和 WAK1αA以及下列公理： 
¬αAK→KB<KB>¬αAK。① 

 
第 2 种方案：考虑真值集定义 
 w∈[αAK] ⇔ ∀u∈W(wRαAu ⇒ uRAu)， 对所有 w∈W。 

这说明：若 A 通过做（认知）活动α把状态 w 改变为 u，则 u 也是 A 在 u 中能认知的状态。

A 通过做α改变的状态 A 事后知道。这里的认知通达关系并非如第 2 节那样指不可辨关系。 
令 AK2 是在 DES5 上增加下列公理得到的系统： 
（AK21αA）αAK→[αA](KAϕ→ϕ)， 
（AK22αA）[αA](KAαAK→αAK)→αAK。 
由此系统易得固定点公式αAK↔[αA](KAαAK→αAK)。 
定义 AK2 的典范框架<W, R>如 5.4。下证典范框架主引理： 

αAK∈w ⇔ ∀u∈W(wRαAu ⇒ uRAu)， 对所有 w∈W。 

证明：“⇒”：设αAK∈w。任给 u∈W 使得 w－[αA]
⊆u。据设定和公理 AK21αA，易证

KAϕ→ϕ∈u， 对所有ϕ∈Form。 
由此易证 u－KA⊆u。 

 “⇐”：设αAK∉w。要证： 

① 存在 u∈W 使得 w－[αA]
⊆u 且 u－KA ⊈ u。 

假设Φ＝w－[αA]
∪{¬(KAαAK→αAK)}不是 KA2-一致的，则存在ϕ1, …, ϕn∈w－[αA]

使得 

     ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→KAαAK→αAK。 
易证  ⊢   [αA]ϕ1∧…∧[αA]ϕn→[αA](KAαAK→αAK)，所以[αA](KAαAK→αAK)∈w，再据公理

AK22αA，有αAK∈w，矛盾于设定。所以Φ是 KA2-一致的，据 Lindenbaum-引理， 

② 存在 u∈W 使得 w－[αA]
⊆u 且 KAαAK∧¬αAK∈u。 

易见αAK∈u－KA且αAK∉u，所以 u－KA ⊈ u。所以①成立。┤ 

易见 KA2αA是有效式。如前增加αAK 生成的常公式 AK22αA对应的框架条件，我们不难

                                                        
①  当然，为了证明框架可靠性定理和框架完全性定理，我们还要相应调整框架条件。 
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证明相应的框架可靠性定理和框架完全性定理。 
结束语：我们可以把上面系统的知道算子 KA都换成相信算子 BA。考虑 
（ABαA）αAB→BAϕ→[αA]ϕ。 

ABαA的右边直观表示：A 相信的都是 A 自己做α的后果。所以我们可以把αAB 直观理解为：

A 通过做α达到信这一思想。如我们把α看作是一种实践活动，则 ABαA直观表示：A 通过实

践活动α达到信就是 A 相信的都是 A 自己做α的结果。当然，关于相信算子 BA的系统不应

该有公理（或内定理）BAϕ→ϕ，所以我们要弱化系统。一个方案是用下列公理替换关于 BA

的公理 TA和 5A： 
    BAαAB→αAB， ¬BAαAB→BA¬BAαAB。 

  另一个方案是采用 DESK 加 ABαA的系统，并用拟赋值方法来证明框架可靠性定理和框

架完全性定理。 

 

六、刻画知道一个活动的逻辑 

考虑第 5 节我们提到 KA1αA。再据 TA易得 KAα∧[αA]ϕ→ϕ。中山大学逻辑与认知研究

所 2004 级王景周硕士生在他的硕士论文［11］中指出（下面的内容笔者稍加修改）： 
KAα∧[αA]ϕ→ϕ作为内定理好像不太直观，比如：如果我知道吃这一活动，并且我吃过

后必产生饱了的结果，那么我饱了这一结果成立。所以，把 KAα→[αA]ϕ→KAϕ和 KAϕ→ϕ
同时作为公理是否有点问题呢？如果去掉了 KAϕ→ϕ，用其它的认知概念来替代知道这一概

念，从实际意义上是否又显得有点弱呢？ 
笔者认为王景周提出的意见有一定的道理。这也是笔者在［1］还提出其他方案的一个

重要原因。下面我们再给出几组知道一个活动的逻辑，力图从各方面消解上面提到的问题。 
归纳定义：  

ϕ::＝p⏐KAα⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐[αA]ϕ⏐KAϕ⏐， 其中 p∈At，A∈Agent，α∈Act。 

平凡的方案有下面几种。 

（1）把 KAϕ→ϕ减弱为 KA(KAϕ→ϕ)，也可同时把 KAα→[αA]ϕ→KAϕ减弱为 

KAα→KA([αA]ϕ→ϕ)。 

下面两类方案无非把 KAα看作是一种缩写： 

（2）本质上是单主体逻辑。 

① KAα↔KA<αA>T，  （肯定性知道：知道α就是知道自己能做α） 

KAα↔KA¬<αA>T， （否定性知道：知道α就是知道自己不能做α） 

KAα↔KA<αA>T ∨ KA¬<αA>T， 

…… 

② KAα↔KA[αA]KA<αA>T，……（如上可以写出其他变种） 

③ KAα↔<αA>KA<αA>T，  （A 知道α意味 A 做α后有可能知道自己能做α） 

…… 

④ KAα↔KAAα， 其中 Aα如前定义（此时 Form 中还要引入形如 Aα的公式） 

（3）本质上是多主体逻辑。 

令 XB∈{KB<αB>T，KB¬<αB>T，……，<αB>KB<αB>T，……}。 

① KAα↔KA∨{XB：B∈Agent}，  ② KAα↔KA∧{XB：B∈Agent}， 

③ KAα↔∨{KABα：B∈Agent}。① 

                                                        
①  这里的概念还可以对群体相对化。 



逻辑与认知                                                                  Vol. 4, No.2, 2006 

167 

 

下面我们考虑几组我们认为是不平凡的方案。 
本节若不特别指出，我们总考虑 2.1.7 给定的 Frame(des5)。 
 

第 1 组方案： 

第 1 个方案：在要建立的系统中去掉公理 TA。这种方案不是为了解决王景周提出的问

题，而是对［1］提出的系统 KA1 的修正。 

定义知道一个活动的系统 KA1*是在 DESK 上增加下列公理得到的系统： 
（KA1αA）KAα→[αA]ϕ→KAϕ，   （代表公理） 
（K5αA） ¬KAα→<KA>KA¬KAα， （自代入公理 1） 
（AKKαA）[αA]<KA>KAα。    （自代入公理 2） 
易证 KA1*有下面的固定点公式为内定理： 

KAα↔([αA]<KA>KAα→KA<KA>KAα)。 
真值集定义 w∈[KAα] ⇔ RK(w)⊆Rα(w)， 对所有 w∈W。 
定义典范框架<W, R>如 5.4。下证典范框架主引理：  

KAα∈w ⇔ RK(w)⊆Rα(w)， 对所有 w∈W。 

证明：“⇒”：设 KAα∈w。任给 u∈W 使得 w－KA⊆u。要证 w－[αA]
⊆u。任给ϕ∈w－[αA]

，有

[αA]ϕ∈w，再据设定和公理 KA1αA，有 KAϕ∈w，再据 w－KA⊆u，有ϕ∈u。 

 “⇐”：设 KAα∉w。要证： 

① 存在 u∈W 使得 w－KA⊆u 且 w－[α]
 ⊈ u。 

假设Φ＝w－KA∪{¬<KA>KAα}不是 KA1*-一致的，则存在ϕ1, …, ϕn∈w－KA使得 
     ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→<KA>KAα。 
易证 ⊢   KAϕ1∧…∧KAϕn→KA<KA>KAα，所以 KA<KA>KAα∈w，据公理 K5αA，有 KAα∈w，

矛盾于设定。所以Φ是 KA2-一致的，据 Lindenbaum-引理， 
② 存在 u∈W 使得 wRAu 且¬<KA>KAα∈u。 
另一方面，公理 AKKαA 属于 w，所以有<KA>KAα∈w－[α]

。据②，有<KA>KAα∉u，所以

有 w－[α]
 ⊈ u。┤ 

易见 KA1αA是有效式。如前增加 K5αA和 AKKαA对应的框架条件，我们不难证明相应的

框架可靠性定理和框架完全性定理。 

 

第 2 个方案：这种方案的提出考虑到 KA1*的代表公理 KA1αA的第 2 前件的对称性。 

定义知道一个活动的系统 KA2 是在 DESK 上增加下列公理得到的系统： 
（KA2αA）KAα→<αA>ϕ→KAϕ，   
（M5αA）¬KAα→<KA>¬KAα， 
（AKMαA）<αA>KAα。┤ 
KA2αA是在很强的意义上从一个方向揭示了 KAα的含义。 
这里我们没有引入公理 TA，因为用它和 KA2αA可以推出 KAα→<αA>ϕ→ϕ。 
注意：M5αA的逆对偶公式是 KAKAα→KAα，它是 TA的一个特例。 
易证 KA2 有下面的固定点公式为内定理： 

KAα↔(<αA>KAα→KAKAα)。 
真值集定义 w∈[KAα] ⇔ ∀uv∈W(wRαAu 且 wRAv ⇒ u＝v)， 对所有 w∈W。 
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定义典范框架<W, R>如 5.4。下证典范框架主引理： 
KAα∈w ⇔ ∀uv∈W(wRαAu 且 wRAv ⇒ u＝v)， 对所有 w∈W。 

证明：“⇒”：设 KAα∈w。任给 u，v∈W 使得 wRαAu 且 wRAv。要证 u＝v。据极大一致

集的反链性，只须证 u⊆v。任给ϕ∈u，再据 wRαAu，有<αA>ϕ∈w，再据设定和公理 KA2αA，

有 KAϕ∈w，再据 wRAv，易证ϕ∈v。 

 “⇐”：设 KAα∉w。要证： 

① 存在 u，v∈W 使得 wRαAu 且 wRAv 且 u≠v。 

假设Φ＝w－[αA]
∪{KAα}不是 KA2-一致的，则存在ϕ1, …, ϕn∈w－[αA]

使得 

     ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→¬KAα。 
易证 ⊢   [αA]ϕ1∧…∧[αA]ϕn→[αA]¬KAα，所以[αA]¬KAα∈w，矛盾于公理 AKMαA属于 w。 
所以Φ是 KA2-一致的，据 Lindenbaum-引理， 

② 存在 u∈W 使得 wRαAu 且 KAα∈u。 
假设Ψ＝w－KA∪{¬KAα}不是 KA2-一致的，则存在ϕ1, …, ϕn∈w－KA使得 

     ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→KAα。 
易证 ⊢   KAϕ1∧…∧KAϕn→KAKAα，所以 KAKAα∈w，再据公理 M5αA，有 KAα∈w，矛盾于设

定。所以Ψ是 KA2-一致的，据 Lindenbaum-引理， 
③ 存在 v∈W 使得 wRAv 且¬KAα∈v。 
据②和③，易见①成立。┤ 

易见 KA2αA是有效式。如前增加 M5αA和 AKMαA 对应的框架条件，我们不难证明相应

的框架可靠性定理和框架完全性定理。 

 

第 3 个方案：直接弱化 KA1*的代表公理 KA1αA的后件。 

定义知道一个活动的系统 KA3 如下：KA3 是在 DES5 中加下列公理： 

（KA3αA） KAα→[αA]ϕ→<KA>ϕ， 

（W5αA）  ¬KAα→KA¬KAα，  （一种负反思。注意：此公理不是 5A的特例！） 
（AKKαA） [αA]<KA>KAα。 
说明：从后面典范框架主引理的证明可见，我们甚至可以用更弱的 KAα∨[αA]<KA>KAα

代替 AKKαA。但这里我们还是用 AKKαA，因为它的直观意义很自然。 
用 W5αA和 TA，易证¬KAα→<KA>KA¬KAα，从而 KA3 有下列固定点公式为内定理： 

KAα↔([αA]<KA>KAα→KA<KA>KAα)。 
真值集定义 w∈[KAα] ⇔ ∃u∈W(wRαAu 且 wRAu)， 对所有 w∈W。 
定义典范框架<W, R>如 5.4。我们只证典范框架主引理： 

  KAα∈w ⇔ ∃u∈W(wRαAu 且 wRAu)， 对所有 w∈W。 

证明：“⇒”：设 KAα∈w。据 Lindenbaum-引理，只须证 w－[αA]
∪ w－KA是 KA3-一致的。 

假设要证结果不成立，则存在ϕ1, …, ϕn∈w－[αA]
 和ψ1, …, ψm∈w－KA使得 

  ⊢   ¬(ϕ1∧…∧ϕn∧ψ1∧…∧ψm)。 
令ϕ＝ϕ1∧…∧ϕn 且ψ＝ψ1∧…∧ψm，则易得 ⊢   KAψ→KA¬ϕ。易证 KAψ∈w，所以 KA¬ϕ∈w。

再据 KAα∈w 和公理 KA3αA，我们有¬[αA]ϕ∈w。另一方面，易证[αA]ϕ∈w。矛盾。 
“⇐”：设 KAα∉w。要证：对所有 u∈W，若 wRαAu，则～wRAu。 

任给 u∈W 使得 w－[αA]
⊆u。要证： 
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① w－KA ⊈ u。 

据 AKKαA，[αA]<KA>KAα∈w。再据 w－[αA]
⊆u，我们有<KA>KAα∈u，所以 

② ¬<KA>KAα∉u。 
另一方面，因为 KAα∉w。所以¬KAα∈w。据 W5αA，有 KA¬KAα∈w，再据 DES5 的内

定理 KAϕ→KAKAϕ，有 KAKA¬KAα∈w，所以 KA¬<KA>KAα∈w，因此¬<KA>KAα∈w－KA。

再据②，易见①成立。┤ 
说明：（1）易见 KA3αA是有效式。如前增加 W5αA和 AKKαA对应的框架条件，我们不

难证明相应的框架可靠性定理和框架完全性定理。 
（2）易证下列是 KA3 的内定理： 
  KAα→KAϕ→<αA>ϕ，  [αA]ϕ∧KA¬ϕ→¬KAα。 

第 2 个公式似乎仍有不自然之处。 
 

第 4 个方案：从另一方面弱化 KA1 的代表公理：  

（KA4αA）KAα→<αA>ϕ→<KA>ϕ。 

本质上 KA4αA就是第 5 节的 AK1αA，如我们把其中的αAK 改成 KAα。仿效 AK 我们可

以建立相应的系统 KA4 且证明相应的框架可靠性定理和框架完全性定理：下面我们考虑

KA4 的一个弱化系统。 
定义知道一个活动的系统 KA4K是在 DEK 上增加下列公理得到的系统： 
（KA4αA） KAα→<αA>ϕ→<KA>ϕ，   
（W5αA） ¬KAα→KA¬KAα， 
（AKMαA）<αA>KAα。 
易见 KA4K有下列固定点公式为内定理：KAα↔(<αA>KAα→<KA>KAα)。 
真值集定义 w∈[KAα] ⇔ RαA(w)⊆RA(w)， 对所有 w∈W。 
定义典范框架<W, R>如 5.4。这里我们换一种方法（不同于第 5 节的相关内容）证明典

范框架主引理。我们先证： 
（%）RαA(w)⊆RA(w) ⇔ 对所有ϕ∈Form，<αA>ϕ→<KA>ϕ∈w。 
证明：“⇒”：设 RαA(w)⊆RA(w)。任给ϕ∈Form 使得<αA>ϕ∈w。如通常易证： 

存在 u∈W 使得 wRαAu 且ϕ∈u。 
据设定，存在 u∈W 使得 wRAu 且ϕ∈u。由此易证<KA>ϕ∈w。 

“⇐”：设 RαA(w) ⊈ RA(w)。设存在 u∈W 使得 w－[αA]
⊆u 且 w－KA ⊈ u。据后者，存在ϕ∈Form

使得 KAϕ∈w 且ϕ∉u。据后者和 w－[αA]
⊆u，有ϕ∉w－[αA]

，所以[αA]ϕ∉w，故<αA>¬ϕ∈w。 

另一方面，据 KAϕ∈w，有¬<KA>¬ϕ∈w。总之， 

存在¬ϕ∈Form 使得<αA>¬ϕ∧¬<KA>¬ϕ∈w。 

这样我们证明了（%）。再证： 
（＃）KAα∈w ⇔ 对所有ϕ∈Form，<αA>ϕ→<KA>ϕ∈w。 
证明：“⇒”：据公理 KA3αA显然。 
“⇐”：设 KAα∉w。要证： 

① 存在ϕ∈Form 使得<αA>ϕ∧¬<KA>ϕ∈w。 

据设定和公理 W5αA，我们有 KA¬KAα∈w，所以 
② ¬<KA>KAα∈w。 
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另一方面，据公理 AKMαA，有 
③ <αA>KAα∈w。 
令ϕ＝KAα。据③和②，易见①成立。这样我们证明了（＃）成立。 
据（%）和（＃）有： 
典范框架主引理  KAα∈w ⇔ RαA(w)⊆RA(w)。┤ 
易见 KA4αA是有效式。如前增加 W5αA和 AKMαA对应的框架条件，我们不难证明相应

的框架可靠性定理和框架完全性定理。 

 

第 2 组方案：这组方案考虑代表公理的后件模态叠加的情况。 

第 1 个方案：定义知道一个活动的系统 KAI1 如下：KAI1 是在 DES5 中加下列公理： 

 （KAI1αA）KAα→[αA]ϕ→KA[αA]ϕ， 

（5I1αA） ¬KAα→<KA><αA>KA¬KAα， （一种负反思） 
（AKKαA） [αA]<KA>KAα。 
说明：代表公理 KAI1αA表示：若 A 知道α，则 A 知道它做了α产生的后果。这很自然。

自代入公理 5I1αA和 AKKαA在我们看来也很自然。 
易见 KAI1 有下列固定点公式为内定理： 

KAα↔([αA]<KA>KAα→KA[αA]<KA>KAα)。 

真值集定义 w∈[KAα] ⇔ ∀uv∈W(wRAu 且 uRAαv ⇒ wRAαv)， 对所有 w∈W。 
定义典范框架<W, R>如 5.4。下证典范框架主引理： 
   KAα∈w ⇔ ∀uv∈W(wRAu 且 uRAαv ⇒ wRAαv)， 对所有 w∈W。 
证明：“⇒”：设 KAα∈w。任给 u，v∈W 使得 wRAu 且 uRAαv。要证 wRAαv。任给[αA]ϕ∈w，

再据设定和公理 KAI1αA，有 KA[αA]ϕ∈w，再据 wRAu 且 uRAαv，易证ϕ∈v。 

 “⇐”：设 KAα∉w。要证： 

① 存在 u，v∈W 使得 wRAu 且 uRAαv 且～wRAαv。 

据 AKKαA，我们有 

② <KA>KAα∈w－[αA]
。  

假设Φ＝w－KA∪{¬[αA]<KA>KAα}不是 KAI1-一致的，则存在ϕ1, …, ϕn∈w－KA使得 
     ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→[αA]<KA>KAα。 
易证 ⊢   KAϕ1∧…∧KAϕn→KA[αA]<KA>KAα。据 5I1αA，易证 KAα∈w，矛盾于设定。所以Φ是

KAI1-一致的，据 Lindenbaum-引理， 
③ 存在 u∈W 使得 wRAu 且¬[αA]<KA>KAα∈u。 

假设Ψ＝u－[αA]
∪{¬<KA>KAα}不是 KAI1-一致的，则存在ϕ1, …, ϕn∈u－[αA]

使得 

     ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→<KA>KAα。 
易证 ⊢   [αA]ϕ1∧…∧[αA]ϕn→[αA]<KA>KAα。所以[αA]<KA>KAα∈u，矛盾于③。所以Ψ是 KAI1-
一致的，据 Lindenbaum-引理， 

④ 存在 v∈W 使得 uRAαv 且¬<KA>KAα∈v。 
据¬<KA>KAα∈v 和②，易见～wRAαv。再据③和④，易见①成立。┤ 

易见 KAI1αA是有效式。如前增加 5I1αA和 AKKαA 对应的框架条件，我们不难证明相应

的框架可靠性定理和框架完全性定理。 

 

第 2 个方案：定义知道一个活动的系统 KAI2 如下：KAI2 是在 DES5 中加下列公理： 
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 （KAI2αA）KAα→<αA>ϕ→KA<αA>ϕ， 

（5I2αA） ¬KAα→<KA>[αA]¬KAα， （一种负反思） 
（AKMαA）<αA>KAα。 
说明：KAI2αA表示：若 A 知道α，则 A 知道它做了α可能产生的后果。从直观意义看，

上述公理可以自然地表述为：  
（KAI2*αA）KAα→<α>ϕ→KA<α>ϕ， 

（5I2*αA） ¬KAα→<KA>[α]¬KAα，  
（AKM*αA）<α>KAα。 

上述α可以看作是一种抽象活动。前面和后面的系统也可如此处理。后面我们还要讨论。 
下列是 KAI2 的内定理： 
（1）KAα↔(<αA>KAα→KA<αA>KAα)， （固定点公式） 
（2）¬KAα→<KA>[αA][αA]¬KAα。 
证明（2）：据 AKMαA 和关于 KA 的单调规则，有 KA<αA><αA>KAα→KA<αA>KAα，再

逆否，有<KA>[αA]¬KAα→<KA>[αA][αA]¬KAα，再据 5I2αA。 
真值集定义 w∈[KAα] ⇔ ∀uv∈W(wRαAu 且 wRAv ⇒ vRαAu)，对所有 w∈W。 
定义典范框架<W, R>如 5.4。下证典范框架主引理： 

KAα∈w ⇔ ∀uv∈W(wRαAu 且 wRAv ⇒ vRαAu)， 对所有 w∈W。 
证明：“⇒”：设 KAα∈w。任给 u，v∈W 使得 wRαAu 且 wRAv。要证 vRαAu。任给[αA]ϕ∈v，

再据 wRAv，<KA>[αA]ϕ∈w，再据设定和公理 KAI2αA，有[αA]ϕ∈w，再据 wRAαu，易证ϕ∈u。 

 “⇐”：设 KAα∉w。要证： 

① 存在 u，v∈W 使得 wRαAu 且 wRAv 且～vRαAu。 

假设Φ＝w－[αA]
∪{KAα}不是 KAI2-一致的，则存在ϕ1, …, ϕn∈w－[αA]

使得 

     ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→¬KAα。 
易证 ⊢   [αA]ϕ1∧…∧[αA]ϕn→[αA]¬KAα，所以[αA]¬KAα∈w，矛盾于公理 AKMαA属于 w。 
所以Φ是 KAI2-一致的，据 Lindenbaum-引理， 

② 存在 u∈W 使得 wRαAu 且 KAα∈u。 
假设Ψ＝w－KA∪{¬<αA><αA>KAα}不是 KAI2-一致的，则存在ϕ1, …, ϕn∈w－KA使得 

     ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→<αA><αA>KAα。 
易证 ⊢   KAϕ1∧…∧KAϕn→KA<αA><αA>KAα，所以 KA<αA><αA>KAα∈w，再据上面的内定理

（2），有 KAα∈w，矛盾于设定。所以Ψ是 KAI2-一致的，据 Lindenbaum-引理， 
③ 存在 v∈W 使得 wRAv 且¬<αA><αA>KAα∈v。 
假设 vRAαu，据③的¬<αA><αA>KAα∈v，有¬<αA>KAα∈u，矛盾于公理 AKMαA属于 u。 

所以～vRαAu。再据②和③，易见①成立。┤ 
易见 KAI2αA是有效式。如前增加 5I2αA和 AKMαA对应的框架条件，我们不难证明相应

的框架可靠性定理和框架完全性定理。 

 

第 3 个方案：定义知道一个活动的系统 KAI3 如下：KAI3 是在 DES5 中加下列公理： 

 （KAI3αA）  KAα→<αA>ϕ→<KA><αA>ϕ， 

（5I3αA）  ¬KAα→KA[αA]<KA>¬KAα，  
（AKKMαA） <αA>KAKAα。 
说明：KAI3αA表示：若 A 知道α，则 A 可能知道它做了α可能产生的后果。这是在一种

非常弱的意义上刻画知道一个活动这一思想：“A 知道α”表示“A 可能知道α”。5I3αA在某
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种程度上刻画了一种负反思。我们认为此公理也比较自然。 
易证 KAI3 有下面的固定点公式为内定理： 

KAα↔(<αA>KAKAα→<KA><αA>KAKAα)。 

真值集定义 w∈[KAα] ⇔ ∀u∈W(wRAαu ⇒ ∃v∈W(wRAv 且 vRAαu))， 对所有 w∈W。 
定义典范框架<W, R>如 5.4。下证典范框架主引理： 

KAα∈w ⇔ ∀u∈W(wRAαu ⇒ ∃v∈W(wRAv 且 vRAαu))， 对所有 w∈W。 
证明：“⇒”：设 KAα∈w。任给 u∈W 使得 wRAαu。要证：存在 v∈W 使得 wRAv 且 vRAαu。 

据 Lindenbaum-引理，只须证 w－KA∪u＋<αA>是 KAI3-一致的。设要证结果不成立，则存在ϕ1, …, 

ϕn∈w－KA和<αA>ψ1, …, <αA>ψm∈u＋<αA>使得 

    ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→¬(<αA>ψ1∧…∧<αA>ψm)。 
令ϕ＝ϕ1∧…∧ϕn 且ψ＝ψ1∧…∧ψm，易证 ⊢   KAϕ→KA¬<αA>ψ。因为 KAϕ∈w，所以我们有 
KA¬<αA>ψ∈w，再据设定 KAα∈w 和 KAI3αA，¬<αA>ψ∈w，再据 wRAαu，有¬ψ∈u。另一

方面， <αA>ψ1, …, <αA>ψm∈u＋<αA>，所以ψ∈u。矛盾。 

“⇐”：设 KAα∉w。要证： 

① 存在 u∈W 使得 wRAαu 且任给 v∈W，若 wRAv，则～vRAαu。 

假设 w－[αA]
∪{¬<KA>¬KAα}不是 KAI3-一致的，则存在ϕ1, …, ϕn∈w－[αA]

使得 

    ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→<KA>¬KAα。 
易证 ⊢   [αA]ϕ1∧…∧[αA]ϕn→[αA]<KA>¬KAα，所以 [αA]<KA>¬KAα∈w，矛盾于 AKKMαA属

于 w。据 Lindenbaum-引理， 
② 存在 u∈W 使得 wRAαu 且¬<KA>¬KAα∈u。 
任给 v∈W 使得 wRAv。为了证明①，据②，我们只须证～vRAαu。据设定和 5I3αA，我

们有 KA[αA]<KA>¬KAα∈w，再据 wRAv，有[αA]<KA>¬KAα∈v，所以<KA>¬KAα∈v－[αA]
，再

据②的¬<KA>¬KAα∈u，易见～vRAαu。┤ 
易见 KAI3αA是有效式。如前增加 5I3αA和 AKKMαA对应的框架条件，我们不难证明相

应的框架可靠性定理和框架完全性定理。 

 

第 4 个方案：定义知道一个活动的系统 KAI4 如下：KAI4 是在 DES5 中加下列公理： 

 （KAI4αA）  KAα→<αA>ϕ→<KA>[αA]ϕ，   

（5I4αA）   ¬KAα→KA<αA>KA¬KAα， （一种负反思） 

（AKKM2αA）<αA><KA>KAα。 
说明：KAI4αA 也在一种非常弱的意义上刻画知道一个活动这一思想：“A 知道α”表示

一种“A 可能知道α”。 
易证 KAI4 有下面的固定点公式为内定理： 

KAα↔(<αA><KA>KAα→<KA>[αA]<KA>KAα)。 
真值集定义 对所有 w∈W， 

w∈[KAα] ⇔ ∀u∈W(wRAαu ⇒ ∃v∈W(wRAv 且∀x∈W(vRAαx ⇒ x＝u)))。 
  说明：上述 v 是 RAα-死点或据 RAα只通达 u。 

定义典范框架<W, R>如 5.4。下证典范框架主引理：对所有 w∈W， 
KAα∈w ⇔ ∀u∈W(wRAαu ⇒ ∃v∈W(wRAv 且∀x∈W(vRAαx ⇒ x＝u)))。 
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证明：“⇒”：设 KAα∈w。任给 u∈W 使得 wRAαu。要证： 

① ∃v∈W(wRAv 且∀x∈W(vRAαx ⇒ x＝u))。 

令 u＋[αA]
＝{[αA]ϕ：ϕ∈u}。先证： 

② w－KA∪u＋[αA]
是 KAI4-一致的。 

设要证结果不成立，则存在ϕ1, …, ϕn∈w－KA和[αA]ψ1, …, [αA]ψm∈u＋[αA]
使得 

    ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→¬([αA]ψ1∧…∧[αA]ψm)。 
令ϕ＝ϕ1∧…∧ϕn 且ψ＝ψ1∧…∧ψm，易证 ⊢   KAϕ→KA¬[αA]ψ，所以 KA¬[αA]ψ∈w，再据设定

KAα∈w 和公理 KAI4αA，[αA]¬ψ，再据 wRAαu，有¬ψ∈u。因为[αA]ψ1, …, [αA]ψm∈u＋[αA]
，

所以ψ∈u。矛盾。据 Lindenbaum-引理， 

③ 存在 v∈W 使得 wRAv 且 u＋[αA]
⊆v。 

任给 x∈W 使得 vRAαx。为证①，据③，我们只须证 x＝u。据极大一致集的反链性，只

须证 u⊆x。任给ϕ∈u，有[αA]ϕ∈u＋[αA]
，据③，有[αA]ϕ∈v。再据 vRAαx，有ϕ∈x。 

“⇐”：设 KAα∉w。要证： 

① 存在 u∈W 使得 wRAαu 且任给 v∈W，若 wRAv，则存在 x∈W 使得 vRAα x 且 x≠u。 

假设 w－[αA]
∪{<KA>KAα}不是 KAI4-一致的，则存在ϕ1, …, ϕn∈w－[αA]

使得 

    ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→¬<KA>KAα。 
易证 ⊢   [αA]ϕ1∧…∧[αA]ϕn→[αA]¬<KA>KAα，所以 [αA]¬<KA>KAα∈w，矛盾于 AKKM2αA

属于 w。据 Lindenbaum-引理， 
② 存在 u∈W 使得 wRAαu 且<KA>KAα∈u。 
任给 v∈W 使得 wRAv。为了证明①，据②，我们只须证： 

③ 存在 x∈W 使得 vRAαx 且 x≠u。 

假设 v－[αA]
∪{¬<KA>KAα}不是 KAI4-一致的，则存在ϕ1, …, ϕn∈v－[αA]

使得 

    ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→<KA>KAα。 
易证 ⊢  [αA]ϕ1∧…∧[αA]ϕn→[αA]<KA>KAα，所以[αA]<KA>KAα∈w，再据公理 TA，我们有

<KA>[αA]<KA>KAα∈w，再据 5I4αA，有 KAα∈w，矛盾于设定。据 Lindenbaum-引理， 
④ 存在 x∈W 使得 vRAαx 且¬<KA>KAα∈x。 

据②和④，易见 x≠u。再据④，易见③成立。┤ 
易证 KAI4αA 是有效式。如前增加 5I4αA 和 AKKM2αA 对应的框架条件，我们不难证明

相应的框架可靠性定理和框架完全性定理。 

 

第 5 个方案：定义知道一个活动的系统 KAI5 如下：KAI5 是在 DES5 中加下列公理： 

 （KAI5αA）KAα→[αA]ϕ→<KA>[αA]ϕ， 

（5I5αA） ¬KAα→KA<αA>KA¬KAα，  

（AKKαA） [αA]<KA>KAα。 
说明：KAI5αA 也在一种比较弱的意义上刻画知道一个活动这一思想：“A 知道α”表示

一种“A 可能知道α”。5I5αA在某种程度上刻画了一种负反思。我们认为此公理也比较自然。 
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易证 KAI5 有下列固定点公式为内定理： 

KAα↔([αA]<KA>KAα→<KA>[αA]<KA>KAα)。 
真值集定义 w∈[KAα] ⇔ ∃u∈W(wRAu 且 RAα(u)⊆RAα(w))， 对所有 w∈W。 
定义典范框架<W, R>如 5.4。下证典范框架主引理： 

KAα∈w ⇔ ∃u∈W(wRAu 且 RAα(u)⊆RAα(w))， 对所有 w∈W。 
证明：“⇒”：设 KAα∈w。要证： 

①  存在 u∈W 使得 w－KA⊆u 且∀v∈W(u－[αA]
⊆v ⇒ w－[αA]

⊆v)。 

假设 w－KA∪{[αA]ϕ：[αA]ϕ∈w}不是 KAI5-一致的。则存在ϕ1, …, ϕn∈w－KA和[αA]ψ1, …, 
[αA]ψm∈w 使得 
    ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→¬([αA]ψ1∧…∧[αA]ψm)。 
令ϕ＝ϕ1∧…∧ϕn 且ψ＝ψ1∧…∧ψm，易证 ⊢   KAϕ→KA¬[αA]ψ，所以 KA¬[αA]ψ∈w，再据设定

KAα∈w 和公理 KAI5αA，有¬[αA]ψ∈w。另一方面，易见[αA]ψ∈w。矛盾。 
据 Lindenbaum-引理，存在 u∈W 使得 

② w－KA⊆u 且{[αA]ϕ：[αA]ϕ∈w}⊆u。 

任给 v∈W 使得 u－[αA]
⊆v。为了证明①，只须证 w－[αA]

⊆v。任给ϕ∈w－[αA]
，则[αA]ϕ∈w，

据②，[αA]ϕ∈u，再据 u－[αA]
⊆v，有ϕ∈v。 

“⇐”：设 KAα∉w。要证： 

③ 任给 u∈W，若 w－KA⊆u，则存在 v∈W 使得 u－[αA]
⊆v 且 w－[αA]

 ⊈ v。 

任给 u∈W 使得 w－KA⊆u。假设 u－[αA]
∪{¬<KA>KAα}不是 KAI5-一致的，则存在ϕ1, …, ϕn∈u

－[αA]
使得 ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→<KA>KAα。易证 

⊢   [αA]ϕ1∧…∧[αA]ϕn→[αA]<KA>KAα， 
所以 [αA]<KA>KAα∈u，因为 w－KA⊆u，故<KA>[αA]<KA>KAα∈w，再据公理 5I5αA，KAα∈w。

矛盾于设定。据 Lindenbaum-引理， 

④ 存在 v∈W 使得 u－[αA]
⊆v 且¬<KA>KAα∈v。 

因为公理 AKKαA∈w，故<KA>KAα∈w－[αA]
 ，再据④的¬<KA>KAα∈v，有 w－[αA]

 ⊈ v。┤ 

易证 KAI5αA是有效式。如前增加 5I5αA和 AKKαA 对应的框架条件，我们不难证明相应

的框架可靠性定理和框架完全性定理。 

根据排列组合，我们可以列出全部相应的代表公理： 

（KAI1αA）KAα→[αA]ϕ→KA[αA]ϕ，   （KAI2αA）KAα→<αA>ϕ→KA<αA>ϕ， 

（KAI3αA）KAα→<αA>ϕ→<KA><αA>ϕ， （KAI4αA）KAα→<αA>ϕ→<KA>[αA]ϕ， 

（KAI5αA）KAα→[αA]ϕ→<KA>[αA]ϕ，  （KAI6αA）KAα→<αA>ϕ→KA[αA]ϕ， 

（KAI7αA）KAα→[αA]ϕ→<KA><αA>ϕ， 
 
（KAI8αA）KAα→[αA]ϕ→<KA>[αA]ϕ， 

相对最后 3 个公式我们可以构造相应的自代入系统 KAI6－KAI8，并证明相应的框架可

靠性定理和框架完全性定理。 
 
现在我们考虑另一类模态叠加。比方说，我们先考虑真值集定义 
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（＃）w∈[KAα] ⇔ ∀uv∈W(uRAαv 且 wRAu ⇒ wRAv)， 对所有 w∈W。 
此定义是相当自然的。它表示 A 在一定程度上认知 ① 它做了活动α引起的状态改变。 
下证这样的语义可以对应系统 KAI9。② KAI9 定义为 DES5 加下列公理： 

 （KAI9αA）KAα→KAϕ→KA[αA]ϕ，  

（5I9αA） ¬KAα→<KA><αA>[αA]KA¬KAα， （一种负反思） 
（KAKαA） KA<αA><KA>KAα。 
说明：KAI9αA表示：若 A 知道α且 A 知道ϕ，则它知道它做了α必然产生结果ϕ。若感

到这样的公理的直观意义不自然，一个消解方案是限制ϕ的取值范围在某个公式集中使得此

公式集在语用上表示某个应用范围。 
易证 KAI9 有下面的固定点公式为内定理： 

KAα↔(KA<αA><KA>KAα→KA[αA]<αA><KA>KAα)。 
定义典范框架<W, R>如 5.4。下证典范框架主引理： 

KAα∈w ⇔ ∀uv∈W(uRAαv 且 wRAu ⇒ wRAv)， 对所有 w∈W。 
证明：“⇒”：设 KAα∈w。任给 u，v∈W 使得 uRAαv 且 wRAu。要证 wRAv。任给 KAϕ∈w，

再据设定和公理 KAI9αA，有 KA[αA]ϕ∈w，再据 wRAu 且 uRAαv，易证ϕ∈v。 

 “⇐”：设 KAα∉w。要证： 

① 存在 u，v∈W 使得 uRAαv 且 wRAu 且～wRAv。 

据 KAKαA，我们有 
② KA<αA><KA>KAα∈w。  
假设 w－KA∪{¬[αA]<αA><KA>KAα}不是 KAI9-一致的，则存在ϕ1, …, ϕn∈w－KA使得 

     ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→[αA]<αA><KA>KAα。 
易证 ⊢   KAϕ1∧…∧KAϕn→KA[αA]<αA><KA>KAα。据 5I9αA，有 KAα∈w，矛盾于设定。 

据 Lindenbaum-引理， 
③ 存在 u∈W 使得 wRAu 且¬[αA]<αA><KA>KAα∈u。 

假设 u－[αA]
∪{¬<αA><KA>KAα}不是 KAI9-一致的，则存在ϕ1, …, ϕn∈u－[αA]

使得 

     ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→<αA><KA>KAα。 
易证 ⊢   [αA]ϕ1∧…∧[αA]ϕn→[αA]<αA><KA>KAα。所以[αA]<αA><KA>KAα∈u，矛盾于③。 

据 Lindenbaum-引理， 
④ 存在 v∈W 使得 uRAαv 且¬<αA><KA>KAα∈v。 
据②，<αA><KA>KAα∈w－KA，再据④，有～wRAv。再据③和④，易见①成立。┤ 
易见 KAI9αA是有效式。如前增加 5I9αA和 KAKαA 对应的框架条件，我们不难证明相应

的框架可靠性定理和框架完全性定理。 

 

上面系统的一个变种是 DES5 加下列公理： 

 （KAI9αA）KAα→KAϕ→KA[αA]ϕ，  

（5I9*αA） <KA><αA>[αA]KA¬KAα， （一种负反思的强化） 
（KAK*αA） ¬KAα→KA<αA><KA>KAα。  
我们可以去掉上一（＃）中 RAα的下标 A，从而表达 A 认知由于（某个主体）做了活动

                                                        
① 这里的认知用认知通达关系来表示。  
② 这样的语义也可以对应其他系统。例如 DES5 加 

    KAα→KAϕ→KA[αA]ϕ， ¬KAα→<KA><αA>KA¬KAα， KA<KA>KAα。 
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α（如通常 PDL 的处理，参见后列文献［10］）引起的状态改变： 
w∈[KAα] ⇔ ∀uv∈W(uRαv 且 wRAu ⇒ wRAv)。 

当然，要表达主体全面认知由于做了活动α引起的状态改变，更自然的定义是： 
  w∈[KAα] ⇔ ∀uv∈W(uRαv ⇒ wRAu 且 wRAv)。 

但在这种定义下我们似乎不能建立相应的系统。 
根据排列组合，我们还可以构造相应的系统，并证明相应的框架可靠性定理和框架完全

性定理。 
 
我们还可以考虑另一类模态叠加。比方说，考虑代表公理 

KAα→[αA]ϕ→[αA]KAϕ， KAα→[αA](ϕ→KAϕ)， KAα→KA[αA](ϕ→KAϕ)，…… 
第 1 个代表公理的自代入公理可以是： 

[αA]<KA>KAα，  ¬KAα→<αA><KA>KA¬KAα。 
 
从本节以上的结果，我们可以看到，我们构造的系统和建立的语义总能使核心公理有效，

而自代入公理则没有这样的性质，所以要增加对应它们的框架条件。 

 

第 3 组方案：前面我们用 uRαAw 来刻画“在 w 中 A 做了活动α”。本组方案考虑这个因

素：我们考虑的真值集定义隐表示 Aα，即 w∈[KAα]的定义包含 uRαAw。 

第 1 个方案：考虑真值集定义： 

w∈[KAα] ⇔ ∃u∈W(uRαAw 且 uRAw)， 对所有 w∈W。 

这也刻画了知行之间的一种关系，倒不见得能直观解释为“A 知道活动α”，将来我们再给

出一个自然的解释。 

定义知道一个活动的系统 KAA1 如下：KAA1 是在 DES5 中增加下列公理和规则： 
（KAA1αA） [αA]KAα∨KAKAα，  
（RKAA1αA）[αA]ϕ∨KAψ／KAα→ϕ∨ψ。 
据 KAA1αA和 TA，我们有内定理[αA]KAα∨KAα。 
定义典范框架<W, R>如 5.4。我们只证典范框架主引理： 

KAα∈w ⇔ ∃u∈W(uRαAw 且 uRAw)， 对所有 w∈W。 
证明：“⇒”：设 KAα∈w。令 

  w＋<αA>::＝{<αA>ϕ：ϕ∈w}， w＋<KA>::＝{<KA>ϕ：ϕ∈w}。 

据 Lindenbaum-引理，只须证 w＋<αA>∪ w＋<KA>是 KAA1-一致的。设要证结果不成立，则存在

<αA>ϕ1, …, <αA>ϕn∈w＋<αA>和<KA>ψ1, …, <KA>ψm∈w＋<KA>使得 

     ⊢   <αA>ϕ1∧…∧<αA>ϕn→¬(<KA>ψ1∧…∧<KA>ψm)。 
令ϕ＝ϕ1∧…∧ϕn 且ψ＝ψ1∧…∧ψm，易证 ⊢   <αA>ϕ→¬<KA>ψ，所以 ⊢   [αA]¬ϕ∨ KA¬ψ。据规

则 RKAA1αA，有 ⊢   ϕ∧ψ→¬KAα。易证ϕ∈w 且ψ∈w，所以¬KAα∈w，矛盾于设定。 
 “⇐”：设 KAα∉w。要证： 

① 对所有 u∈W，若 uRαAw，则～uRAw。 

任给 u∈W 使得 u－[αA]
⊆w。要证： 

② u－KA ⊈ w。 
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因为 u－[αA]
⊆w，所以 w＋<αA>⊆u，加上我们有¬KAα∈w，所以<αA>¬KAα∈u。再据 KAA1αA，

有 KAKAα∈u，所以 KAα∈u－KA。再据 KAα∉w，易见②成立。┤ 
易见 RKAA1αA 保持有效。如前增加 KAA1αA 对应的框架条件，我们不难证明相应的框

架可靠性定理和框架完全性定理。 
 
第 2 个方案：考虑真值集定义：  

w∈[KAα] ⇔ ∃u∈W(uRαAw 且 wRAu)， 对所有 w∈W。 

  定义知道一个活动的系统 KAA2 如下：KAA2 是在 DES5 中加下列公理和规则： 

（KAA2αA） KA[αA]<KA>KAα，    

（W5αA）  ¬KAα→KA¬KAα， 

（RKAA2αA）[αA]ϕ∨ψ／KAα→ϕ∨<KA>ψ。 
易得内定理 
（1）KAα→ϕ→<KA><αA>ϕ， （据 RKAA2αA） 
（2）<KA><αA>KA¬KAα→KAα， （据 KAA2αA） 
（3）¬KA¬KAα→KAα。     （据 W5αA） 
因此我们有下列固定点公式作为内定理： 

KAα↔(KA¬KAα→<KA><αA>KA¬KAα)。 
定义典范框架<W, R>如 5.4。下证典范框架主引理： 

KAα∈w ⇔ ∃u∈W(uRαAw 且 wRAu)， 对所有 w∈W。 

证明：“⇒”：设 KAα∈w。据 Lindenbaum-引理，只须证 w＋<αA>∪w－KA是 KAA2-一致的。 

假设要证结果不成立，则存在<αA>ϕ1, …, <αA>ϕn∈w＋<αA>和ψ1, …, ψm∈w－KA使得 

  ⊢   <αA>ϕ1∧…∧<αA>ϕn→¬(ψ1∧…∧ψm)。 
令ϕ＝ϕ1∧…∧ϕn 且ψ＝ψ1∧…∧ψm，则易得 ⊢   <αA>ϕ→¬ψ。再据 RKAA2αA，我们有 

⊢   ϕ∧KAψ→¬KAα， 
再据ϕ, KAψ∈w，我们有¬KAα∈w。矛盾于假设。 

“⇐”：设 KAα∉w。任给 u∈W 使得 u－[αA]
⊆w。要证：w－KA ⊈ u。 

据设定，有¬KAα∈w，再据 W5αA，有 KA¬KAα∈w，所以<αA>KA¬KAα∈w＋<αA>。因为

u－[αA]
⊆w，所以 w＋<αA>⊆u。因此<αA>KA¬KAα∈u，所以 

（＃）[αA]<KA>KAα∉u。 
另一方面，据 KAA2αA，有 KA[αA]<KA>KAα∈w，所以 [αA]<KA>KAα∈w－KA，再据（＃），

易见 w－KA ⊈ u。┤ 

易见 RKAA2αA保持有效。如前增加 KAA2αA和 W4αA对应的框架条件，我们不难证明

相应的框架可靠性定理和框架完全性定理。 

 
第 3 个方案：考虑真值集定义： 

w∈[KAα] ⇔ ∀u∈W(uRαAw ⇒ wRAu)， 对所有 w∈W。 
  定义知道一个活动的系统 KAA3 如下：KAA3 是在 DES5 中加下列公理和规则： 
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（KAA31αA） <αA>(KAα∧KAϕ)→ϕ，  

（KAA32αA） KAα∨KA<αA>KAα。 

据［13］的定理 1.3.2 的类似证明，我们有弱推理规则： 

（%） ⊢   <αA>ϕ→<αA>KAα ⇒ ⊢   ϕ→KAα。 
另一方面，易见下列是 KAA3 的内定理： 
（1）<αA>(KAα∧KAKAα)→KAα， （据 KAA31αA） 
（2）KAα→[αA]KAα→[αA]<KA>KAα， 
（3）[αA]KA⊥ →[αA]¬KAα，  
（4）[αA]KAα→[αA]<KA>T， 
（5）KAα∨<αA>KAα。 （据 KAA32αA和 TA）  
证明（2）：据 KAA31αA，有<αA>(KAα∧KA¬KAα)→¬KAα，据［13］的定理 1.2.16 的

R(8)的类似结果，我们有[αA]KAα∧<αA>KA¬KAα→¬KAα，逆否，有（2）。 
证明（3）：据 KAA31αA，有<αA>(KAα∧KA⊥)→⊥，逆否和分离，我们有[αA](KA⊥→¬KAα)， 

再据公理 KαA，有（3）。 
证明（4）：据（3）的证明，有<αA>(KAα∧KA⊥)→⊥，据［13］的定理 1.2.16 的 R(8)的

类似结果，有[αA]KAα∧<αA>KA⊥→⊥，逆否和分离，我们有（4）。 
设我们在 KAA3 中加入直观意义自然的公理 KAα→<αA>KAα和 KAα→KAKAα。据后者

易证内定理 
<αA>KAα→<αA>(KAα∧KAKAα)， 

再据前者有 KAα→<αA>(KAα∧KAKAα)，再加上（1），我们有固定点公式 
KAα↔<αA>(KAα∧KAKAα)。 

定义典范框架<W, R>如 5.4。下证典范框架主引理： 
KAα∈w ⇔ ∀u∈W(uRαAw ⇒ wRAu)， 对所有 w∈W。 

证明：“⇒”：设 KAα∈w。任给 u∈W 使得 u－[αA]
⊆w。要证：w－KA ⊆u。任给ϕ∈w－KA ，

所以 KAϕ∈w，再据设定，有 KAα∧KAϕ∈w，因为 uRαAw，所以<αA>(KAα∧KAϕ)∈u，再据

KAA31αA，有ϕ∈u。 

“⇐”：设 KAα∉w。要证：存在 u∈W 使得 w＋<αA>⊆u 且 w－KA ⊈ u。 

假设Φ＝w＋<αA>∪{¬<αA>KAα}不是 KAA3-一致的，则存在<αA>ϕ1, …, <αA>ϕn∈w＋<αA>

使得 ⊢   <αA>ϕ1∧…∧<αA>ϕn→<αA>KAα。令ϕ＝ϕ1∧…∧ϕn。易证  ⊢   <αA>ϕ→<αA>KAα。据上

述弱推理规则（%），有⊢   ϕ→KAα。易证ϕ∈w，所以 KAα∈w，矛盾于设定。所以Φ是 KAA3-
一致的，据 Lindenbaum-引理， 

（＊） 存在 u∈W 使得 w＋<αA>⊆u 且<αA>KAα∉u。 

另一方面，据设定和 KAA32αA，有 KA<αA>KAα∈w，所以 <αA>KAα∈w－KA，再据②，

易见 w－KA ⊈ u。┤ 

易见 KAA31αA有效。如前增加 KAA32αA对应的框架条件，我们不难证明相应的框架可

靠性定理和框架完全性定理。 
 
第 4 组方案：这里我们提出一个更简单方案，它只建立在经典认知逻辑而不是经典动态

认知逻辑上。归纳定义：  
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ϕ::＝p⏐KAα⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐KAϕ， 其中 p∈At，A∈Agent。 
所有形如 KAα的公式的集合记为 KA。 

定义知道一个活动的系统 KAm1 如下：KAm1 是在 DET 中加下列公理： 

（W4αA）KAα→KAKAα。 （注意：W4αA不是 KAϕ→KAKAϕ的特例，因为α不是公式。） 

因为 KAKAα→KAα是公理 TA的特例，所以我们有固定点公式 KAα↔KAKAα。它在非常

弱的意义上刻画了 KAα（的一个性质）。 

这种只用固定点公式双向揭示核心公式（KAα）的方法称为固定点方法。 

下面我们只考虑 2.1.7 定义的 Frame(et)中的框架。 

存在性引理 令<W, R>∈Frame(et)。存在从 KA 到 P(W)中的函数 g 使得 

（%）g(KAα)＝{w：RA(w)⊆g(KAα)}， 对每一 KAα∈KA。  

令 g(KAα)是 W 或∅（因为 RA(w)非空），则易见（%）成立。所以满足（%）的函数 g

存在。① 

下面我们来考虑一种非平凡的情况。令 g(KAα)在 RA-后承下封闭，即下列条件成立 

（＆）w∈g(KAα) ⇒ RA(w)⊆g(KAα). 

下证若（＆）成立，则（%）成立。设（＆）成立，只须证： 

w∈g(KAα) ⇔ RA(w)⊆g(KAα)。 

“⇒”：据（＆）显然。“⇐”：设 RA(w)⊆g(KAα)。因为 RA是自返的，所以 w∈RA(w)，
再据设定，w∈g(KAα)。┤ 

说明：举例易证不是每一从 KA 到 P(W)中的函数 g 都满足（%），即使 RA是自返的。 
据上面的存在性引理，我们可以给出下面的定义： 
称<W, R, [ ]>是模型，当且仅当，<W, R>∈Frame(et)且[ ]是 At∪KA 到 P(W)中的映射使

得对每一 KAα∈KA， 
(#)  [KAα]＝{w：RA(w)⊆[KAα]}。② 
Frame(et)上全体这样的模型的类记作 Model(#)。 
真值集定义 [KAα]如(#)定义，复合公式如前定义。 
框架可靠性定理 KAm1 相对 Frame(et)可靠。 
证明：任给框架<W, R>∈Frame(et)和 M＝<W, R, [ ]>∈Model(#)。 
易见 KAm1 的公理相对 M 有效且 KAm1 的推理规则相对 M 保持有效性。┤ 
框架完全性定理 KAm1 相对 Frame(et)完全。 
证明：定义 KAm1 的典范框架<W, R>如 5.4。易证 RA是自返的。 
定义 Kam1 的典范模型 M＝<W, R, [ ]>如下：<W, R>是 KAm1 的典范框架，且 

[p]＝|p|， 对每一原子公式 p； 且 
[KAα]＝|KAα|， 对每一 KAα∈KA。 

下证： 
（＠）|KAα|＝{w：RA(w)⊆|KAα|}。 
设 w∈|KAα|。任给 u∈W 使得 wRAu。则 w－KA⊆u。因为 KAα∈w，据 W4αA，KAKAα∈w， 

再据 w－KA⊆u，有 KAα∈u，即 u∈|KAα|。 
设 RA(w)⊆|KAα|。要证 w∈|KAα|。假设 w∉|KAα|。再据设定，有 w∉RA(w)，矛盾于 RA 

是自返的。 
下证典范模型基本定理：ϕ∈w ⇔ w∈[ϕ]， 对每一 w∈W 和公式ϕ。 

                                                        
①  若 RA是等价关系，则 g(KAα)可以是某个以 u 为代表元的等价类。 
②  (#)实际上规定[ ]对 KA 中（原子）公式的指派不是任意的，要满足一定条件。 
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证明：施归纳于ϕ的结构。ϕ是原子公式或ϕ＝KAα：据典范模型的定义。 
ϕ＝¬ψ或ϕ＝ψ∧θ或ϕ＝KAψ如通常所证。因此我们有典范模型基本定理。 
据典范模型基本定理和（＠）成立，易证 M∈Model(#)。 最后我们只须证： 

(%) 若 ϕ不是 KAm1 的内定理，则ϕ在 Frame(et)的某个框架中不有效。 
设ϕ不是 KAm1 的内定理。则存在 w∈W 使得ϕ∉w，据典范模型基本定理，有 w∉[ϕ]，

所以 M  ⊭  ϕ，因此<W, R>   ⊭ ϕ。 

因为每一 R A是自返的，所以<W, R>属于 Frame(et)，因此(%)成立。┤ 

说明：KAm1 是一个极小系统，在证明它有框架可靠性定理和框架完全性定理时我们

只要求每一 RA是自返的，没有像上面其他系统那样，增加其他框架条件（特别是自代入公

理对应的框架条件）。 
 
考虑另一个固定点公式¬KAα↔KA¬KAα。由于 KA¬KAα→¬KAα是公理 TA的特例， 

所以我们只须考虑¬KAα→KA¬KAα。 
存在性引理 令<W, R>∈Frame(et)。存在从 KA 到 P(W)中的函数 h 使得 

（%）h(KAα)＝{w：∃u∈W(wRAu 且 u∈h(KAα))}， 对每一 KAα∈KA。  

令 h(KAα)是 W 或∅（因为 RA(w)非空），则易见（%）成立。所以满足（%）的函数 h 存在。 

下面我们来考虑一种非平凡的情况。令 h(KAα)满足下列条件： 

（＆）∃u∈W(wRAu 且 u∈h(KAα)) ⇒ w∈h(KAα)。 

下证若（＆）成立，则（%）成立。设（＆）成立，只须证： 

w∈h(KAα) ⇔ ∃u∈W(wRAu 且 u∈h(KAα))。 

“⇐”：据（＆）显然。“⇒”：设 w∈h(KAα)。因为 RA是自返的，所以易见 
∃u∈W(wRAu 且 u∈h(KAα))。┤ 

定义知道一个活动的系统 KAm2 如下：KAm2 是在 DET 中加下列公理： 

（W5αA）¬KAα→KA¬KAα。 

据上面的存在性引理，我们可以给出下面的定义： 
称<W, R, [ ]>是模型，当且仅当，<W, R>∈Frame(et)且[ ]是 At∪KA 到 P(W)中的映射使

得对每一 KAα∈KA， 
(＋)  [KAα]＝{w：∃u∈W(wRAu 且 u∈[KAα])}。 
Frame(et)上全体这样的模型的类记作 Model(＋)。 
真值集定义 [KAα]如(＋)定义，复合公式如前定义。 
框架可靠性定理 KAm2 相对 Frame(et)可靠。 
证明：任给框架<W, R>∈Frame(et)和<W, R, [ ]>∈Model(＋)。 
验证 W5αA：任给 w∈[¬KAα]。则 w∉[KAα]。据(＋)，任给 u∈W 使得 wRAu，有 u∉[KAα]，

所以 u∈[¬KAα]。因为 u 是任意的且 wRAu，所以 w∈[KA¬KAα]。 
易见 KAm2 的其余公理相对 M 有效且 KAm2 的推理规则相对 M 保持有效性。┤ 
框架完全性定理 KAm2 相对 Frame(et)完全。 
证明：定义 KAm2 的典范框架<W, R>如 5.4。易证 RA是自返的。 
定义 KAm2 的典范模型 M＝<W, R, [ ]>如下：<W, R>是 KAm2 的典范框架，且 

[p]＝|p|， 对每一原子公式 p； 且 
[KAα]＝|KAα|， 对每一 KAα∈KA。 

下证： 
（＠）|KAα|＝{w：∃u∈W(wRAu 且 KAα∈u)}。 
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设 w∈|KAα|，即 KAα∈w。因为 RA自返，所以 wRAw。易见存在 u∈W(wRAu 且 KAα∈u)。 
设存在 u∈W(wRAu 且 KAα∈u)。则易证<KA>KAα∈w。据 W5αA，有 KAα∈w，即 w∈|KAα|。 
其余证明类似上一完全性定理的相应证明。┤ 

  说明：（1）我们还可以考虑把上面两个系统结合起来的方案。 
（2）我们还可以考虑增加其他固定点公式给恰当系统的方案。例如，考虑： 
  KAα↔KAKAKAα，     ¬KAα↔KAKA¬KAα， 

KA¬KAα↔<KA>KA¬KAα， <KA>KAα↔<KA>KA<KA>KAα， …… 
KAα↔[αA]KAα，

①     KAα↔<αA>KAα， …… 
 

本节结束语： 

（1）我们还可以在上面适当系统中增加下列比较自然的公理或直接用这样的公理构造

系统： 

    ¬KAα→<αA>¬KAα，  ¬KAα→[αA]¬KAα，  KAα→KA[αA]KAα。 

（2）一个语义（用模型和真值集来定义）对应一个极小系统。我们用它们刻画（一组

模态）思想。本节我们给出的不同语义分别刻画了知道一个活动这一思想的一种涵义。 

（3）我们也可以如前构造相应的半无穷系统。例如，相对 KA1，我们可以定义 KA1I
是在 DESK 上增加下列公理和规则得到的系统： 

（KA1αA） KAα→[αA]ϕ→KAϕ， 对所有ϕ∈Form； 
（RKA1αA） {[αA]ϕ→KAϕ：ϕ∈Form}／KAα。 
（4）我们可以去掉本节记号αA的下标 A（相应地去掉 RαA的下标 A）。此时，我们把α

理解为一个抽象活动，把[α]ϕ理解为做抽象活动α必产生ϕ。例如，吃必产生ϕ。这样，我们

得到的是关于多主体和抽象活动相互作用的逻辑。 
我们认为，从哲学上说，活动总是某个主体的活动。没有主体不成为活动。最多也只能

称为运动。但有时我们确实也谈论抽象活动。例如，吃。又如，执行程序（参见后列文献［10］）。
但我们认为这只是在语境中对主体的省略。设一台计算机在执行一个程序。若我们把计算机

看作是主体，则执行程序是主体――计算机――的活动；若我们不把计算机看作是主体，而

把编制程序者或为某种目的运算程序者 A 称为主体，则执行程序是 A 的活动。此时计算机

只不过是 A 进行活动的工具。 
若我们还去掉 KA的下标 A（相应地去掉 RA的下标 A），则我们得到的是关于单主体和

抽象活动相互作用的逻辑。 
 

七、刻画认识一个认识概念或活动概念的逻辑 

我们在后列文献［2］已经给出一种刻画知道一个概念的方案。这里我们给出的是另一

种方案：刻画认识一个认识概念或活动概念。 

这里所谓认识一个认识概念或活动概念是指 “觉知（觉察（be aware of）一个知道概

念）”、“知知（知道一个知道概念）”、“知信（知道一个相信概念）”、“知行（知道一个活动

概念）”，等等。 

下面我们给出几类这样的系统。 

1、用核心公式 KAKB直观表示：主体 A 知道主体 B 的知概念。考虑 

（KkAB）   KAKB→KBϕ→KAKBϕ， 对所有ϕ∈Form。 
我们可以用 KkAB为代表公理建立半无穷系统，即在适当系统中引入 KkAB和 

（RKkAB） {KBϕ→KAKBϕ：ϕ∈Form}／KAKB。 
                                                        
①  在此情况下，我们还要引入形如[αA]ϕ的公式。此公式的直观意义比较自然。 
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我们也能用 KkAB为代表公理如前建立各种自代入系统。例如，在适当系统中引入 KkAB和 
（Kk1AB） ¬KAKB→KB¬KAKB， （Kk2AB） <KA><KB>KAKB。 
易证我们有下列固定点公式为内定理：KAKB↔(KB¬KAKB→KAKB¬KAKB)。所以我们可

以据此构造固定点系统。 

KAKB的特例是 KAKA。在单主体的情况下可以简写为 KK。此时，代表公理 KkAB退化

为 KK→Kϕ→KKϕ。无穷规则或自代入公理类似退化。 

2、用核心公式 AAKB直观表示：主体 A 觉察 B 的知概念。考虑 

（AkAB）  AAKB→KBϕ→AAKBϕ。 

AAϕ的真值集通常如 3.3（4）定义。我们也可以把 AA看作是模态算子：它的真值集定

义本质上涉及其他认知状态。 

如前我们可以建立用 AkAB为代表公理的半无穷系统、固定点系统和各种自代入系统。 

AAKA可以看作是对 A 的觉知的表示。关于觉知逻辑，我们另文发表。 

3、用核心公式 KABB直观表示：主体 A 知道 B 的相信概念。考虑 

（KbAB）  KABB→BBϕ→KABAϕ。 

如前我们可以建立用 KbAB为代表公理的半无穷系统、固定点系统和各种自代入系统。 

4、用核心公式 KAAB直观表示：主体 A 知道 B 的行概念，即 A 知 B 活动的后果。考虑： 

（Ka1AB）  KAAB→[αB]ϕ→KA[αB]ϕ， 对所有ϕ∈Form 和α∈Act；  

（Ka2AB）  KAAB→[αB]ϕ→<KA>ϕ， 对所有ϕ∈Form 和α∈Ac。 

据第 6 节中的记号，上述公式的特例可以重写为： 

（KaAB）   KAAA→KAα， 对所有α∈Act。 

如前我们可以建立用 KaAB为代表公理的半无穷系统、固定点系统和各种自代入系统。 

 

我们还可以考虑上述刻画的其他变种。用 KAKB 举例，我们还可以考虑代表公理： 

KAKB→<KB>ϕ→KA<KB>ϕ，  

 KAKB→<KB>ϕ→<KA><KB>ϕ， 

KAKB→KBϕ→KA<KB>ϕ，  

        KAKB→¬KBϕ→KA¬KBϕ。 （负反思型）  
……  

 

结束语：（1）KAKB，AAKB 和 KABB 可以称为认识概念叠加，KAAB 可以称为知行概念

叠加。虽然它们是原子公式，不可拆分，但在直观意义上是一种概念叠加，或者说表示一种

概念叠加。 

根据上面的思路，我们还可以刻画诸如“信知”等认识概念叠加和其他知行概念叠加。 

另外，我们还可以考虑三重概念叠加乃至 n 重概念叠加。因为诸如 KAKB是公式，所以

我们有形如 KCKAKB的三重概念叠加。它直观表示：C 知道 A 知道 B 的知概念。 

易见系统 ESK＋KkAB中内定理 KCKAK→KC(KBϕ→KAKBϕ)。所以我们在一定程度上刻 

画了 KCKAKB。我们也可以独立地定义了 KCKAKB。例如，用下面的公式为代表公理： 

KCKAKB→KAKBϕ→KCKAKBϕ， 

KCKAKB→KBϕ→KAKBϕ→KCKAKBϕ， 
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KCKAKB→(KBϕ→KAKBϕ)→KC(KBϕ→KAKBϕ)，……  

n 重概念叠加也可以类似处理。 

（2）我们还可以把上面代表公理相对化。相对化既可以是相对一群主体，也可以是相

对一个领域或一类活动。例如，考虑 

① KAEG→XGϕ→KAXGϕ， 对所有ϕ∈Form； 其中 G⊆Agent，且 XGϕ是 G 的集体

知识 EGϕ或公共知识 CGϕ或分布式知识 DGϕ（这些公式见后列文献［3］的第 23－24 页）。 

② KA，Φ KB→KBϕ→KAKBϕ， 对所有ϕ∈Φ； 其中Φ⊆Form。（Φ可表示一个领域） 

③ KA，X AA→KAα， 对所有α∈X； 其中 X⊆Act。  

若上述Φ和 X 是有穷集，则我们可以把②和③中的公理（和相应的无穷概括规则或自代 

入公理）合为 

KA，Φ KB↔∧{KBϕ→KAKBϕ：ϕ∈Φ}， 

KA，X AA↔∧{KAα：α∈X}。 

（3）上节我们研究的αAK 和αAB 也是一种“行知”和“行信”的概念叠加。但此类思

想基于一个具体活动α，所以它们不同于本节研究的概念叠加。 

（4）我们上面建立的不同系统表明不同的主体可以有不同的认知概念或活动概念，即

使对同一个主体，我们也可以有不同的认知概念或活动概念，因为不同的公理和规则刻画的

是不同的认知概念或活动概念。令 
Know＝{K1, …, Kn1}， 其中 Ki 表示如上规定的某个主体的某个知概念；① 
Belief＝{B1, …, Bn2}， 其中 Bi 表示如上规定的某个主体的某个信概念； 

Action＝{A1, …, An3}， 其中 Ai 表示如上规定的某个主体的某个活动概念。 

令 X⊆Know 或令 X⊆Belief 或令 X⊆Action。我们用 
    KAX↔KA∧{x：x∈X}， BAX↔BA∧{x：x∈X}， …… 
表示综合认知。 

令 X⊆Know∪Belief ∪Action。我们用 
    KAX↔KA∧{x：x∈X}， BAX↔BA∧{x：x∈X}， …… 
表示广义综合认知。 

我们还可以向无穷推广：虽然我们关注的主体集有穷（也有文献研究无穷多个主体），

但同一个主体可以有无穷多个不同的认知概念（用无穷多个形式化系统来刻画）。 
（5）第 2 节到本节，我们建立的逻辑可以称为解析逻辑（analytic logic）。建立这样的

逻辑主要是为了分析一个核心思想。在本文我们用下列核心公式来形式表示这样的思想： 

A≥B，A≧B，C1A，C2A，KAB，αAK，KAα，KAKB，AAKB，KABB，KAAB，…… 

令 C 表示上述任一核心公式。在构造解析系统时我们往往引入代表公理 
  （%）C→Xϕ→Yϕ， 对所有ϕ∈Form, … （其中 X 和 Y 包含 C 的一个要素）。 

由于（%）只是从一个方向形式地揭示了 C 的涵义，所以为了证明框架完全性定理，我

们采用了 4 种方法。分述如下： 
拟赋值方法：为了只从一个方向揭示 C 的涵义。 
自代入方法：用自代入公式从另一个方向揭示 C 的涵义。 
半无穷方法：用无穷规则从另一个方向揭示 C 的涵义。 

                                                        
①  所以 K1, …, Kn1

既可以是同一个主体的不同知概念，也可以是不同主体的不同知概念。 
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固定点方法：用固定点公式双向揭示 C 的涵义。 
拟赋值方法似乎首先在［12］提出。它给出的系统和语义都是单向的。系统只在基础系

统上增加代表公理。对核心公式的赋值用包含关系（对应代表公理的主联结符→）限制在一

定的范围之内（参见 2.1.13（＃））。但这种限制还是过分宽泛，所以我们认为这种方法有不

足之处。 
其他方法给出的系统和真值集都是双向。若核心公式的真值集用点框架条件定义，则我

们可以有框架完全性定理，否则可能只有模型完全性定理。 
固定点方法没有分析核心公式直观表示的核心思想的内部机制，没有定义核心公式的真

值集使得这样的定义的直观意义自然。这种方法只是从外部揭示了核心公式的一些逻辑性

质，所以它显然有不足之处。在此意义上，它甚至不如拟赋值方法。但它对核心公式的赋值

用等于关系定义（如第 6 节最后的(#)和(＋)），限制的范围比拟赋值要确定。所以在此意义

上，我们认为它比拟赋值方法要好些。 
半无穷方法表达力比较丰富。但这种方法涉及无穷概念（无穷长的形式证明和推理），

证明完全性定理也比较麻烦。用无穷推理规则来直观刻画主体的智能也有要求过高之嫌。也

就是说，要求每一个主体都具备无穷推理能力也比较过分。 
自代入方法是一种比较优雅的方法。它是固定点系统的扩充，所以表达力比后者更为丰

富。这种方法的关键是找到若干个（通常是两个）恰当的自代入公式。这既是证明完全性定

理的关键，也是自然解释 ① 自代入公理的关键。 
王景周在［11］为了研究 Kα（其中α是一个正则复合活动），还提出一种方法，可以称

为对原子型的核心公式任意赋值的方法，简称任意赋值法。这种方法对原子型的核心公式

任意指派一个真值集，而不去揭示这样的公式的任何直观意义，甚至不从外部揭示这样的公

式的一些逻辑性质。所以在此意义上，它不如固定点方法。但由于他建立逻辑的目的是为了

研究知道一个复合活动的情况，所以这也算是一种方法。 
 
八、刻画活动生成后果的逻辑 
通常的动态逻辑已经用[αA]ϕ和<αA>ϕ分别从不同方面刻画了活动生成后果这一思想。

但我们感到有时这两个表达式不够。本节我们要刻画一个有别于[αA]ϕ和<αA>ϕ的逻辑表达

式，我们把它记作 Aαϕ，其直观意义是：A 做了α生成后果ϕ。 
我们在［4］第 12 节已经研究过一个类似的逻辑。我们在那里称其为活动后果逻辑，记

作 AA。这里我们把它记作 AGC1。 
归纳定义：ϕ::＝p⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐[αA]ϕ⏐Aαϕ， 其中 p∈At，A∈Agent，α∈Act。 
考虑基于 Frame(ds)上的模型和真值集定义：  

w∈[Aαϕ] ⇔ ∃u∈W(uRαAw 且 u∈[¬ϕ]且 w∈[ϕ])， 对所有 w∈W。 

Aαϕ的真值集定义是后列文献［4］的 3.3.1 的（4.1）的存在型表示，所以 Aαϕ在一定

意义上也可以看作是一种“通过活动来否定”思想，即把 Aαϕ看作是［4］中的¬αϕ。 
刻画活动生成后果的系统 AGC2 定义如下：在 DS 上增加下列公理和规则： 
（AGC2αA） <αA>ϕ→ϕ∨[αA] Aαϕ， 
（RAGC2αA） <αA>ψ∧[αA] ϕ→ϕ／ψ→¬Aαϕ。 
令ψ＝¬ϕ。据 RAGC2αA易得内定理 Aαϕ→ϕ。它形如公理 TA，直观意义也很自然。 

定义典范框架<W, R>如 5.4。下证典范框架主引理： 
Aαϕ∈w ⇔ ∃u∈W(uRαAw 且¬ϕ∈u 且ϕ∈w)， 对所有 w∈W。 

证明：“⇒”：设 Aαϕ∈w。要证： 
（%） 存在 u∈W 使得 uRαAw 且¬ϕ∈u 且ϕ∈w。 

                                                        
①  使自代入公式的直观意义自然。 
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令Φ＝w＋<αA>∪{[αA]ϕ，¬ϕ}。先证：Φ是 AGC2-一致的。假设要证结果不成立，则存在

<αA>ϕ1, …, <αA>ϕn∈w＋<αA>使得 

  ⊢   <αA>ϕ1∧…∧<αA>ϕn∧[αA]ϕ→ϕ。 
令ψ＝ϕ1∧…∧ϕn。有 ⊢   <αA>ψ∧[αA]ϕ→ϕ。再据 RAGC2αA，有⊢   ψ→¬Aαϕ，再据ψ∈w，有

¬Aαϕ∈w。矛盾于假设，所以Φ是 AGC2-一致的。再据 Lindenbaum-引理，存在 u∈W 使得

Φ⊆u。由此有¬ϕ∈u 且[αA]ϕ∈u 且 uRαAw，据后两者，有ϕ∈w。因此（%）成立。 
“⇐”：设 Aαϕ∉w。任给 u∈W 使得 uRαAw 且¬ϕ∈u，只须证：¬ϕ∈w。 
因为¬Aαϕ∈w，所以据 uRαAw，有<αA>¬Aαϕ∈u，再据设定¬ϕ∈u 和公理 AGC2αA，有

[αA]¬ϕ∈u，再据 uRαAw，有¬ϕ∈w。┤ 
增加关于 AGC2αA和 RAGC2αA的语义条件，不难证明相应的可靠性定理和完全性定理。 

另外，用构造反模型的方法，不难证明 Aαϕ有别于（不等值）[αA]ϕ和<αA>ϕ。 

 

如前，我们还可以在语言中引入认知算子 KA，考虑 KAϕ和 Aαϕ的关系，例如，把第 5
节的 AK1αA和 KA1αA改为 

αAK→KAϕ→Aαϕ， αAK→<KA>ϕ→Aαϕ，…… 

KAα→Aαϕ→KAϕ， KAα→<KA>ϕ→Aαϕ， KAα→Aαϕ→KAAαϕ， …… 

  读者可以考虑这样的方向。 

 
九、主客观逻辑 
本节我们只是简单构建一类逻辑――主客观逻辑。 
通常我们用 BAϕ直观表示“A 相信ϕ”，这个方面我们称为（主体的）主观方面。本节我

们用□ϕ直观表示“ϕ是客观必然的”。这里的“客观”可以从两个方面理解： 
1、客观是认识论的客观。此时的□ϕ直观理解为ϕ是一种客观知识。例如，ϕ是相对一

群主体 G⊆Agent 的集体知识 EGϕ或公共知识 CGϕ或分布式知识 DGϕ。我们认为这样的知识ϕ
在一定范围内也是客观的，因为ϕ由 G 确定，不以当下主体 A 为转移，虽然 A 可能参与其

中，虽然 G 的特例可以是{A}。因此我们把□Gϕ理解 EGϕ, CGϕ或 DGϕ，把□ϕ理解 EAgentϕ, 
CAgentϕ或 DAgentϕ。 

我们还可以考虑其他类型的客观知识。 
2、客观是本体论的客观。此时的□ϕ可以用通常的 Kripke-关系语义来刻画： 
  w∈[□ϕ] ⇔ R(w)⊆[ϕ]， 其中 R 是用于刻画□的通达关系。 

本体论的客观究竟有什么直观意义，有许多哲学讨论。我们在此作广义理解：不涉及主体的

必然性都理解为本体论的客观必然性。 
本节以下，为了简单，我们只从本体论上理解□ϕ。 
我们以后另文发表主观和认识论客观相互作用的逻辑。 
归纳定义：ϕ::＝p⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐BAϕ⏐□ϕ， 其中 p∈At，A∈Agent。 
定义◇ϕ＝¬□¬ϕ。我们提出的主客观逻辑主要研究主观算子 BA 和客观算子◇之间的

关系。例如，BAϕ→◇ϕ就是一例。但此公式有些不自然。我们认为 BAϕ→BA◇ϕ是比较自

然的。本节我们就来讨论此公式。 
主客观系统 SOS1 定义如下：TA 和 MP 如前规定， 
（KBA） BA(ϕ→ψ)→BAϕ→BAψ， （DBA） BAϕ→¬BA¬ϕ， 
（4BA） BAϕ→BABAϕ，     （5BA） ¬BAϕ→BA¬BAϕ， （RNBA） ϕ／BAϕ， 
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（K）  □(ϕ→ψ)→□ϕ→□ψ，  （T） □ϕ→ϕ，     （RN） ϕ／□ϕ。 
SOS1 就是关于相信算子的系统 KD45 和关于客观算子的系统 T 的简单聚合。 
易证 BAϕ→BA◇ϕ是 SOS1 的内定理。 
如前我们可以定义框架概念，其中用 R 如上刻画□，用 RA如上刻画 BA。我们规定 RA

是持续、传递和欧性的，且 R 是自返的。如通常我们可以证明 SOS1 相对全体这样的框架类

是可靠和完全的。 
 
下面减弱上述系统。令主客观系统 SOS2 是用下列公理替换 SOS1 中的 T 得到的系统。 
（SO）  BAϕ→BA◇ϕ。 
我们如上规定 RA且规定下列框架条件成立（并不要求 R 是自返的）： 
(so) ∀wu∈W(wRAu ⇒ ∃v∈W(wRA且 uRv))。 
如通常我们可以证明 SOS2 相对全体这样的框架类是可靠和完全的。 
下面我们只证明关键一步：定义 SOS2 的典范框架<W, RA, R>如前。下证： 

∀wu∈W(wRAu ⇒ ∃v∈W(wRAv 且 uRv))。 
证明：任给 w，u∈W 使得 wRAu。要证：存在 v∈W 使得 wRAv 且 uRv。据 Lindenbaum-

引理，只须证 w－BA∪u－□
是 SOS2-一致的。假设要证结果不成立，则存在ϕ1, …, ϕn∈w－BA和

ψ1, …, ψm∈u－□
使得 ⊢   ¬(ϕ1∧…∧ϕn∧ψ1∧…∧ψm)。 

令ϕ＝ϕ1∧…∧ϕn 且ψ＝ψ1∧…∧ψm，则易得 ⊢   BAϕ→BA¬ψ。易证 BAϕ∈w，所以 BA¬ψ∈w。

再据公理 SO，有 BA◇¬ψ∈w，再据 wRAu，◇¬ψ∈u。另一方面，易证□ψ∈u。矛盾。┤ 
说明：主观算子 BA也可以替换为其他主观算子。例如，主观上的认为，等等。 

 

另一类主客观逻辑从主观和客观两个方面刻画活动。归纳定义 Form 如下：  
ϕ::＝p⏐KAα⏐□α⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐[α]ϕ⏐KAϕ⏐□ϕ， 其中 p∈At，A∈Agent，α∈Act。 

注意：这里的[α]ϕ没有下标，其中α直观表示一个抽象活动。<α>ϕ::＝¬[α]¬ϕ。 
这里我们把 KA看作是主观算子，□看作是客观算子。 
主客观系统 SOAS 定义如下：在 ES5 上增加下列公理和规则： 
（Kα）    [α](ϕ→ψ)→[α]ϕ→[α]ψ，         （RNα） ϕ／[α]ϕ； 
（K）    □(ϕ→ψ)→□ϕ→□ψ，  （T） □ϕ→ϕ， （RN） ϕ／□ϕ； 
（KAI1*αA）KAα→[α]ϕ→KA[α]ϕ，   

（5I1*αA） ¬KAα→<KA><α>KA¬KAα， （一种负反思） 
（AKK*αA）[α]<KA>KAα； 
（NAα）  □α→[α]ϕ→□ϕ， （W5α） ¬□α→◇□¬□α， （ANα） [α]◇□α。 
易见这是由两类自代入构成的自代入系统。易证 SOAS 有下列固定点公式为内定理： 

KAα↔([α]<KA>KAα→KA[α]<KA>KAα)，  □α↔([α]◇□α→□◇□α)。 

  称<W, R>是刻画主客观的框架，⇔ W 如 3.2 定义，R 是定义域为 Act∪Agent∪{□}的映

射，使得对每一α∈Act，Rα是 W 上的二元通达关系；对每一 A∈Agent，RA是 W 上的二元

自返欧性关系；且对□，R□是 W 上的二元自返关系。所有上述框架的类记作 Frame。 
真值集定义 对所有 w∈W， 
（5）w∈[□ϕ] ⇔ R□(w)⊆[ϕ]， （6）w∈[KAα] ⇔ ∀uv∈W(wRAu 且 uRαv ⇒ wRαv)， 
（7）w∈[□α] ⇔ R□(w)⊆Rα(w)。 

易见 KAI1*αA和 NAα相对 Frame 是有效式。而 5I1*αA，AKK*αA，W5α和 ANα不是。但（6）
和（7）是点框架条件，所以我们不难写出对应 5I1*αA，AKK*αA，W5α和 ANα框架条件。 

所有这样的框架的类记作 Frame(soas)。如前易证： 
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定理 SOAS 相对 Frame(soas)可靠且完全。┤ 

说明：我们还可以定义◇α且引入刻画◇α的公理和规则，更丰富地表达活动的性质。 

据 NAα和 T 易得□α→[α]ϕ→ϕ，其直观意义较自然。若读者认为不自然，可以删去 T
或如前修改 NAα。当然语义和相应的证明也要相应修改。 
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Abstract: We establish some kinds of logics characterizing agents. First kind of logic is a logic that deals 

with conditionals with double conditions for aim and background knowledge. Second kind of logics is 

logics comparing agents’ abilities. Third kind of logics is logics characterizing the relation of agents’ 

speaking and action. Fourth kind of logics is logics knowning an agent by knowing its speaking and action. 

Fifth kind of logics is logics characterizing the relation of agents’ knowning and action. Sixth kind of logics 

is logics characterizing knowning an action. Seventh kind of logics is logics characterizing the cognition of 

epistemic concepts or action concepts. Eighth kind of logics is a logic characterizing action-generating 
consequent. Ninth kind of logics is a subjective-objective logic. 
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