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一、溯因条件句 

为了简单，本节只考虑单主体的情况。以后我们另行撰文把这里结果推广到多主体逻辑。 

溯因条件句的最基本的想法是由结果溯求原因：某主体已知结果 E，再加上他与之相关

的认知内容（与之相关的知识背景和其他东西），断定 C是 E的原因。由果溯因是人们常识

思维与科学研究中的一种重要的认知活动。夸张一点说，我们每天都要频繁进行由果溯因的

认知活动。 

1.形式系统及其证明论 

1.1.1 定义 令 At＝{p1,…, pn,…}是可数个原子公式的集合。我们总用 p 表示 At 中元素。 

在经典句子语言中引入 3 个一元认知模态算子 P，R，F。本节我们总用 A, B, C 和 E（加

或不加下标）表示公式，其形成规则为：p⏐¬A⏐(A∧B)⏐PA⏐RA⏐FA。 

所有公式的集合记为 Form。另外引入缩写定义 

(E aC)＝df PE∧R(C→E)∧F(C→E)， 其中 E 和 C 不含 a。┤ 

说明：PA 的直观意义是：主体认为 A 是他现在感知到的命题。这样的 A 类似我们所谓

的感性认识（perception（感知）, learning（获悉）, awareness（觉察）），即 A 是表述主体现

实感受到的东西的命题。RA 的直观意义是：主体认为 A 是过去一直对他呈现规律性的命题。

这样的 A 类似我们所谓的理性认识。FA 的直观意义是：主体相信 A 是将来对他呈现规律

性的命题。这样的 A 类似所谓的信念（faith），即 A 是表述主体相信将来总出现的东西的命

题。这种相信是一种预期性的信念。这样，PE 表示主体关于结果 E 的现实认知，而

R(C→E)∧F(C→E)表示主体关于相关 E 的知识背景和其他东西。 

根据 E aC 的缩写定义，我们认为 E aC 描述了下列直观意义： 

主体由结果 E 回溯断定 C 是 E 的原因。 

由于上述理由，我们称形如 E aC 的公式为由果溯因的条件句，简称为溯因条件句。 

举例：今晨我醒来，看到窗外操场是湿的，于是我溯因断定昨夜下了不小的雨（虽然昨

夜我不知道此事），因为以前我每次发现下了不小的雨后操场是湿的，而且我相信将来每次

下了不小的雨后操场是湿的。 
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通过这样的溯因推断，我认为我得到已知结果的原因。显然，这样的溯因推断是主观的，

即在认知层次上进行。因为今晨操场湿这一结果很可能由其他原因造成。在我们看来，主体

溯求得到的东西不见得是造成结果的客观原因（若有的话），尽管他自己认为如此。 

我们注意到，不像一般的嵌套因果条件句，嵌套溯因条件句的直观意义并不清楚。因为

我们很难说清 A a(BaC)和(A aB) aC 的直观意义。这里有一系列问题。相对前者，

(BaC)→A 如何是过去一直或将来对主体呈现规律性的命题？相对后者，主体如何感知 A 

aB？如此等等。在我们看来，由果溯因更具有活动的含义。
1 所以我们在下面不考虑嵌套

的溯因条件句。 

  通过 1.1.1 的缩写定义，我们初步揭示了一个溯因条件句的内部结构。 

  后面我们总用 C（加或不加下标）直观表示原因，用 E（加或不加下标）直观表示结果。 

1.1.2 规定与缩写 联结符∨，→和↔定义如通常。省略括号的法则如通常。为了方便，

我们规定联结符的结合力从左到右依次减弱：¬，P，R，F，∧，∨，a，→，↔。 

T定义为 p1∨¬p1，⊥ 定义为¬T。我们用⇔表示“当且仅当”，用⇒表示“若…，则…”，

用～表示“并非”。以后若不特别提到，总用 O 表示认知算子 R，P 和 F 中的任何一个： 

O∈{P, R, F}。┤ 

下面我们给出一个刻画溯因条件句的系统 BTC1。为了简单，我们给出的系统比较小，

保留继续扩充的余地。 

1.1.3 定义 溯因条件句系统 BTC1 定义如下： 

（TA）   所有重言式的代入特例， 

（OC）    OA∧OB→O(A∧B)， 

（NOF） ¬O⊥， 

（RT）     RA→A， 

（FN）     F T。 

（MP）    A, A→B／B， 

（ROM）  A0→A／OA0→OA。┤ 

说明：（1）由 TA 和 MP 构成的系统称为经典句子系统，记为 PC。我们也用 PC0表示

用不含 P，R 和 F 的语言表述的 PC。 

（2）如上规定，OA∧OB→O(A∧B)实际是下面 3 条模式的综述： 

   

PA∧PB→P(A∧B)，
 

RA∧RB→R(A∧B)，
 

FA∧FB→F(A∧B)。 

其他关于 O 的公理和规则也如此理解。 

（3）上述 TA 以外的公理称为 BTC1 的特征公理，ROM 称为 BTC1 的特征规则。这样

称谓是因为我们在后面将看到，需要一定的语义条件才能保证特征公理有效，才能保证特征

规则保持有效。 

1.1.4 定义 我们用 ⊢   A 表示 A 是 BTC1 的内定理：A 在 BTC1 中有一形式证明。BTC1

的全体内定理的集合记为 Th(BTC1)。我们也用 ⊬  A 表示 A∉Th(BTC1)。┤ 

1.1.5 引理 下面是 BTC1 的内定理和导出规则： 

（1）O(A∧B)↔OA∧OB。   （2）O(A→B)→(OA→OB)。 

（3）A0↔A／OA0↔OA。   （4）A／FA。 （全信规则） 

（5）FA→¬F¬A。      （6）(E aC)↔PE∧R(C→E)∧F(C→E)。 

（7）E0↔E／E0 aC↔E aC。 （8）C0↔C／E aC0↔E aC。 

（9）(E1 aC)∧(E2 aC)↔E1∧E2 aC。 （结果合取律） 

（10）(E aC1)∧(E aC2)→E aC1∨C2。 （原因析取律） 

（11）(E aC)∧C→E。     （12）¬(⊥ aC )。 

                                                        
1 本节第 2部分引入的实验溯因条件句逻辑就是一种动态溯因条件句逻辑。 
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（13）(A aB)∧(B aC)→A aC。 （溯因传递律） 

证明：我们只给出形式证明的主要步骤和主要根据。请读者自行补充细节。 

（1）据 TA 和 ROM，有 O(A∧B)→OA∧OB。再据 OC。 

（2）① O((A→B)∧A)→OB                    TA，ROM  

 ② O(A→B)∧OA→OB                             ①，（1） 

 ③ O(A→B)→(OA→OB)                         ② 

（3）据 ROM。 

（4）① A                                  假设  

 ② T→A                                           ① 

 ③ F T→FA                                        ②，ROM 

 ④ FA。                                ③，FN  

（5）① F(A∧¬A)→F⊥                   TA，ROM  

 ② FA∧F¬A→F⊥                             ①，（1） 

 ③ ¬F⊥→(FA→¬F¬A)                     ② 

 ④ FA→¬F¬A。                     ③，NOF 

（6）据缩写定义 1.1.1（5）。 

（7）① E0↔E                                        假设  

 ② (C→E0)↔(C→E)                                            ① 

 ③ R(C→E0)↔R(C→E)                                        ②，（3） 

 ④ PE0↔PE                                                      ①，（3） 

 ⑤ F(C→E0)↔F(C→E)                            ②，（3） 

 ⑥ PE0∧R(C→E0)∧F(C→E0)↔PE∧R(C→E)∧F(C→E)     ④， ③，⑤ 

 ⑦ E0 aC↔E aC。                                ⑥，（6） 

（8）本证明类似（7）的证明。 

（9） 

① (E1 aC)∧(E2 aC)↔PE1∧R(C→E1)∧F(C→E1)∧PE2∧R(C→E2)∧F(C→E2) （6）  

② (E1 aC)∧(E2 aC)↔P(E1∧E2)∧R((C→E1)∧(C→E2))∧F((C→E1)∧(C→E2))    ①，（1） 

③ (E1 aC)∧(E2 aC)↔P(E1∧E2)∧R(C→E1∧E2)∧F(C→E1∧E2)                ②，（3） 

④ (E1 aC)∧(E2 aC)↔(E1∧E2 aC)。                                    ③，（6） 

（10）① O(C1→E)∧O(C2→E)→O(C1∨C2→E )           TA，ROM，（1） 

② PE∧R(C1→E)∧F(C1→E)∧PE∧R(C2→E)∧F(C2→E)  

→PE∧R(C1∨C2→E)∧F(C1∨C2→E)                ①                

③ (E aC1)∧(E aC2)→(E aC1∨C2)。                          ② 

（11）① E aC→R(C→E)      TA，缩写定义  

② E aC→(C→E)                ①，RT 

③ (E aC)∧C→E。              ②  

（12）① ⊥ aC→P⊥      TA  

② ¬(⊥ aC )                 ①，NOF  

（13） 

① R(B→A)∧R(C→B)→R(C→A)                         TA，ROM，（1）  

② F(B→A)∧F(C→B)→F(C→A)                          TA，ROM，（1） 

③ PA∧R(B→A)∧F(B→A)∧PB∧R(C→B)∧F(C→B)→PA∧R(C→A)∧F(C→A)  ①，②                 

④ (A aB)∧(BaC)→A aC。                                            ③ ┤ 

说明：如果我们把 P，R，F分别看作是必然算子□，则易见上述系统中 
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关于算子 P 的公理和规则构成的系统是模态系统 R＋¬□⊥， 

关于算子 R 的公理和规则构成的系统是模态系统 R＋¬□⊥＋T， 

关于算子 F 的公理和规则构成的系统是模态系统 D。2 

另外，溯因传递律是否自然。这可以讨论。以后我们还要回到这个问题上来。 

下面我们研究 BTC1 与 PC0的关系。我们要证明前者可以协调地退化为后者。 

1.1.6 定义 （1）定义从 Form 到不含 P，R 和 F 的 Form0⊆Form 的翻译映射 t 如下： 

t(p)＝p， 对所有 p∈At，； 

t(¬A)＝¬t(A)； t(A∧B)＝t(A)∧t(B)； t(OA)＝t(A)。 

（2）对每一公式 A∈Form，我们称 t(A)是 A 的 t-翻译。┤ 

说明：据上面的定义，易证 

t(A∨B)＝t(A)∨ t(B)， t(A→B)＝t(A)→t(B)， t(A↔B)＝t(A)↔t(B)。 

1.1.7 定义 令 S 和 T 是任意两个公理化系统。 

我们称 S 能 t-退化为 T，当且仅当 S 的所有内定理的 t-翻译是 T 的内定理。┤ 

1.1.8 定理 BTC1 能 t-退化为 PC0。 

证明：据 t-翻译的定义显然。┤ 

1.1.9 定义 称系统 S 是协调系统，当且仅当不存在 A使 A 和¬A 都是 S 的内定理。┤ 

1.1.10 定理 BTC1 是协调的。 

证明：假设 BTC1 不协调，则存在 A使得 A 和¬A 都是 BTC1 的内定理。据上面的定

理，t(A)和¬t(A)都是 PC0的内定理，矛盾于 PC0的协调性。┤ 

1.1.11 例 令 e 是一个原子公式（直观上表示一个结果）。则 

e ae＝df Pe∧R(e→e)∧F(e→e) 
的 t-翻译不是 PC0的内定理，据 1.1.8，易见 e ae 不是 BTC1 的内定理。┤ 

说明：这个结果是我们想要的，因为根据结果 e，主体溯求 e 是 e 的原因毫无意义！ 

1.1.12 例 令 p, q 和 r 是 3 个原子公式。（1）易见 

p aq→p∧r aq＝df Pp∧R(q→p)∧F(q→p)→P(p∧r)∧R(q→p∧r)∧F(q→p∧r) 

的 t-翻译 p∧(q→p)∧(q→p)→p∧r∧(q→p∧r)∧(q→p∧r)不是 PC0的内定理，据 1.1.8，p aq→p∧r 

aq 不是 BTC1 的内定理。 

（2）易见 

p aq→¬q a¬p＝df Pp∧R(q→p)∧F(q→p)→P¬q ∧R(¬p→¬q)∧F(¬p→¬q) 

的 t-翻译 p∧(q→p)∧(q→p)→¬q ∧(¬p→¬q)∧(¬p→¬q)不是 PC0的内定理，据 1.1.8，p aq→¬q 

a¬p 不是 BTC1 的内定理。 

我们甚至能看到，连 p ap→¬p a¬p也不是 BTC1 的内定理。 

（3）易见⊥ a⊥＝df P⊥∧R(⊥→⊥)∧F(⊥→⊥)的 t-翻译⊥∧(⊥→⊥)∧(⊥→⊥)不是 PC0的内定

理，据 1.1.8，⊥ a⊥不是 BTC1 的内定理。┤ 

说明：这些结果都是我们想要的，特别是（1）。由（1）可见，溯因条件句有某种非单

调性。事实上也是如此。今晨我看到窗外操场是湿的，从而溯因断定昨夜下了不小的雨。但

这并不蕴涵：今晨我看到窗外操场是湿的且操场水管爆裂，从而溯因断定昨夜下了不小的雨。 

从上面的例子，我们可以看到，E aC 的逻辑性质不同于 C→E 的逻辑性质的主要原因

在于 E aC 的 PE-部分。它调控某些公式成为 BTC1 的非内定理。而把这些非内定理中形如

A aB 的子公式置换为 B→A 得到的公式可以是内定理！ 

后面我们还要证明，连 T aT也不是 BTC1 的内定理。 

2.邻域语义和可靠性定理 

1.2.1 定义 任给集合 X，本文我们用 P(X)表示 X 的幂集。 

                                                        
2 R和 D指模态逻辑的相应系统，T指模态逻辑的相应公理。参见后面的参考文献［2］。 
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称 F＝<W, P, R, F>是邻域框架，简称 F 是 N-框架，当且仅当W 是非空集，邻域映射

P, R 和 F 都是从W 到 P(P(W))中的映射。 

称 M＝<W, P, R, F, [ ]>是邻域模型，简称 M 是 N-模型，当且仅当<W, P, R, F >是 N-框

架且[ ]是从全体原子公式 At 到 P(W)的指派映射。[ ]也称为框架<W, P, R, F >上的指派映射。 

以后若不特别提到，总用斜体 O 表示 P, R 和 F 中的任何一个：O∈{P, R, F }。┤ 

1.2.2 定义 真值集定义 令 M＝<W, P, R, F, [ ]>是 N-模型。对每一复合公式 A，定义

A 相对 M 的真值集[A]如下：对任意 w∈W， 

（1）w∈[¬A] ⇔ w∉[A]，  （2）w∈[A∧B] ⇔ w∈[A]且 w∈[B]， 

（3）w∈[OA] ⇔ [A]∈O(w)。┤ 

说明：易见邻域映射 P 对应算子 P，R 对应算子 R，F 对应算子 F。 

1.2.3 定义 称 F＝<W, P, R, F >是刻画溯因条件句的框架，简称 F 是 btc1-框架，记作

F∈Frame(btc1)，当且仅当下列框架条件成立：对任意 w∈W 和 X, Y⊆W， 

(oc)    X, Y∈O(w) ⇒ X∩Y∈O(w)，  

(nof)   ∅∉O(w)，     (rt)     X∈R(w) ⇒ w∈X，     

(fn)    W∈F(w)，     (rom)  X∈O(w)且 X⊆Y ⇒ Y∈O(w)。┤ 

1.2.4定义 有效性定义 令 F＝<W, P, R, F >是N-框架，M＝<W, P, R, F, [ ]>是N-模型。 

称 A 在 M 中有效，记为 M ⊨ A，当且仅当[A]＝W；否则称 A 在 M 中不有效，记为 M   

⊭
 

A。称 A 在 F 中有效，记为 F ⊨ A，当且仅当，对 F 上的任意指派映射[ ]，有[A]＝W；否

则称 A 在 F 中不有效，记为 F  ⊭
 

A  。称规则 A1,…, An／C相对 M 保持有效性，当且仅当，

若[A1]＝…＝[An]＝W，则[C]＝W  。┤ 

1.2.5 引理 令 M＝<W, P, R, F, [ ]>是 N-模型。则 

（1）[¬A]＝W－[A]， [A∧B]＝[A]∩[B]， [A∨B]＝[A]∪[B]， [⊥]＝∅，[ T ]＝W。 

（2）[A]∩[A→B]⊆[B]。   

（3）[A→B]＝W ⇔ [A]⊆[B]。  （4）[A↔B]＝W ⇔ [A]＝[B]。┤ 

1.2.6 定义 称系统 S 相对框架类 C 是框架可靠系统，当且仅当，S 的内定理在 C 的所

有框架中有效。称系统 S 相对框架类 C 是框架完全系统，当且仅当，在 C 的所有框架中有

效的公式是 S 的内定理。┤ 

1.2.7 框架可靠性定理 BTC1 相对 Frame(btc1)是可靠的。 

证明：任给 btc1-框架 F＝<W, P, R, F >和 F 上赋值[ ]。 

下面验证 BTC1 的公理相对 M＝<F, [ ]>有效且 BTC1 的推理规则相对 M保持有效性。 

验证公理 TA：参见后面 6.2.11 的相关证明。 

验证规则 MP：显然。 

验证公理 OC：任给 w∈[OA∧OB]。据 1.2.2（2）－（3），有[A], [B]∈O(w)，据 1.2.3 的

(oc)，有[A]∩[B]∈O(w)，再据引理 1.2.5（1），有[A∧B]∈O(w)，所以 w∈[O(A∧B)]。 

据 w 的任意性，有[OA∧OB]⊆[O(A∧B)]，再据 1.2.5（3），有[OA∧OB→O(A∧B)]＝W。 

验证公理 NOF：任给 w∈W，据 1.2.3 的(nof)，有∅∉O(w)。据 1.2.5，有[⊥]＝∅，再据

1.2.2（1），有 w∈[¬O⊥]。 

验证公理 RT：任给 w∈[RA]。则[A]∈R(w)，据 1.2.3 的(rt)，有 w∈[A]。 

验证公理 FN：任给 w∈W，据 1.2.3 的(fn)，有 W∈F(w)。据 1.2.5，有[ T 

]＝W，因此

w∈[ F T ]。 

验证规则 ROM：设[A0→A]＝W。据 1.2.5（3），有 

（＃）[A0]⊆[A]。 

任给 w∈W，我们有 
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w∈[OA0] ⇔ [A0]∈O(w)        据真值集定义 1.2.2 

⇒ [A]∈O(w)     据（＃）和 1.2.3 的(rom) 

⇔ w∈[OA]。     据真值集定义 1.2.2 

因此据 w 的任意性，有[OA0]⊆[OA]，据 1.2.5（3），我们有[OA0→OA]＝W。┤ 

1.2.8 例 令 F＝<W, P, R, F >满足下列条件： 

（1）W＝{w}， （2）P(w)＝F(w)＝{W}， （3）R(w)＝∅。 

易见 F＝<W, P, R, F >满足 1.2.3 的框架条件，所以是 btc1-框架。据上一定理，有 

（4）BTC1 的内定理在 F 中有效。 

易见 R T 不在 F 中有效，所以 

（5）T aT也不在 F 中有效。 

再据（4），易见 

（6）T aT 不是 BTC1 的内定理。 

另一方面，T∧T 在 F 中有效，所以据（5）， 

（7）T∧T→T aT 不在 F 中有效。 

再据（4），易见 

（8）T∧T→T aT 不是 BTC1 的内定理。┤ 

说明：（6）说明：即使重言式作为一个结果，溯求它是自身的原因也无意义。 

据（8），T∧T→T aT不是 BTC1 的内定理，从而 A∧B→A aB 不是 BTC1 的内定理。

这也是我们想要的结果：智能主体在认知层面上（主观上），发现不是任何两个事件（真命

题）都有因果关系。 

3.完全性定理 

1.3.1 定义 令 w 是公式集。 

（1）称 w 是一致集，当且仅当对所有有穷公式序列 A1,…, An∈w，有 ⊬   ¬(A1∧…∧An)。 

（2）称 w 是极大集，当且仅当对所有 A∈Form，A∈w 或¬A∈w。 

（3）称 w 是极大一致集，当且仅当 w既是一致的又是极大的。 

（4）称 BTC1 是一致系统，当且仅当 Th(BTC1)是一致的。┤ 

1.3.2 引理 BTC1 是一致的。 

证明：假设 BTC1 不一致。则 Th(BTC1)不一致，所以存在 A1,…, An∈Th(BTC1)使得 

    ⊢  ¬(A1∧…∧An)。 

另一方面，因为 A1,…, An∈Th(BTC1)，所以易证⊢   A1∧…∧An。据定义 1.1.9，BTC1 不

协调，矛盾于定理 1.1.10。┤ 

因为 BTC1 是 PC 的扩充，所以如通常证明，我们有下列结果。 

1.3.3 引理 （1）令 w 是极大一致集。则¬A∈w ⇔ A∉w， 

A∧B∈w ⇔ A∈w 且 B∈w， A∨B∈w ⇔ A∈w 或 B∈w， 

A∈w 且 ⊢  A→B ⇒ B∈w， A∈w 且 A→B∈w ⇒ B∈w， Th(BTC1)⊆w。 

（2）若   ⊬  A，则存在极大一致集 u使得 A∉u。┤ 

1.3.4 定义 |A|＝df {w：w 是极大一致集使得 A∈w}。┤ 

1.3.5 引理 令 W 是所有极大一致集的集合。 

（1）|¬A|＝W－|A|， |A∧B|＝|A|∩|B|， |A∨B|＝|A|∪|B|， | ⊥ |＝∅， | T 

|＝W。 

（2）|A|∩|A→B|⊆|B|。 （3）|A→B|＝W ⇔ |A|⊆|B| ⇔ ⊢  A→B。 

（4）|A↔B|＝W ⇔ |A|＝|B| ⇔ ⊢  A↔B。 

证明：据上一引理易证。┤ 

1.3.6 定义 （1）定义 BTC1 的典范框架 N＝<W, P, R, F, [ ]>如下： 

① W＝{w：w 是极大一致集}； 
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② O 是从W 到 P(P(W))中的映射使得 

|A|∈O(w) ⇔ OA∈w，  对任意 w∈W 和公式 A； 

（2）定义 BTC1 的典范模型 M＝<W, P, R, F, [ ]>如下：<W, P, R, F >是 BTC1 的典范框

架，且③ [p]＝|p| ， 对每一原子公式 p。┤ 

说明：据引理 1.3.2，BTC1 是一致的，所以 W非空，因此典范框架是良定义的。 

1.3.7 定理 典范模型基本定理 令 M＝<W, P, R, F, [ ]>是 BTC1 的典范模型。 

（1）A∈w ⇔ w∈[A]， 对每一 w∈W 和公式 A。 

（2）| A|＝[A]， 对每一公式 A。 

证明：（2）从（1）易得。所以我们只须证（1）。施归纳于 A 的结构。 

原子公式的情况据上一定义的③。布尔联结词¬和∧的情况如通常所证。 

令 A＝OB。所以 

w∈[A] ⇔ w∈[OB]  

⇔ [B]∈O(w) 
     据 1.2.2 的（3） 

⇔ |B|∈O(w)  
    据归纳假设 

⇔ OB∈w      

据上一定义的② 

⇔ A∈w。┤ 

1.3.8 定理 令 M 是 BTC1 的典范模型。则对每一公式 A，我们有 M ⊨ A ⇔  ⊢  A。 

证明：⊢  A ⇔ |A|＝W   据引理 1.3.3 

⇔ [A]＝W
      据上一定理 

⇔ M ⊨ A    据有效性定义 1.2.4。┤ 

1.3.9 定义 （1）定义 BTC1 的适当结构(proper structure) M＝<W, P, R, F, [ ]>如下： 

① W＝{w：w 是极大一致集}； 

② O(w)＝{X⊆W：存在 OA∈w使得|A|⊆X}， 对每一 w∈W； 

③ [p]＝|p|， 对每一原子公式 p。 

（2）F＝<W, P, R, F >称为 BTC1 的适当框架。┤ 

1.3.10 引理 令 M＝<W, P, R, F, [ ]>是 BTC1 的适当结构。则 M 是 BTC1 的典范模型。 

证明：据定义 1.3.6，只须证：对任意 w∈W 和公式 A， 

（1）|A|∈O(w) ⇔ OA∈w。 

“⇐”：设 OA∈w。因为|A|⊆|A|，所以据 O(w)的构造，有|A|∈O(w)。 

“⇒”：设|A|∈O(w)。因为等价类的代表元不是惟一的，所以据 O(w)的构造， 

（2）存在 OA0∈w使得|A0|⊆|A|。 

因为|A0|⊆|A|，所以据引理 1.3.5（3），有 ⊢  A0→A，据 ROM，有⊢  OA0→OA。因为 OA0∈w，

所以据引理 1.3.3，有 OA∈w。┤ 

1.3.11 引理 令 F＝<W, P, R, F >是 BTC1 的适当框架。则 F 是 btc1-框架。 

证明：下面我们来验证 F满足定义 1.2.3给出的框架条件。 

验证(oc)。任给 X, Y ∈O(w)。则 

（1）存在 OA ∈w使得|A|⊆X， 且（2）存在 OB∈w使得|B|⊆Y。 

再据公理 OC 和 1.3.5（1）以及集合论的基本知识，易见 

（3）存在 O(A∧B)∈w使得|A∧B|⊆X∩Y。 

所以 X∩Y∈O(w)。 

验证(nof)。任给 w∈W。据公理 NOF，有¬O⊥∈w，所以据 1.3.3，有 

（1）O⊥∉w。 

假设∅∈O(w)。则据 O(w)的构造，有 

（2）存在 OA∈w使得| A|⊆∅。 
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故| A|＝∅，因此据 1.3.5（1），有| A|＝| ⊥ |，再据 1.3.5（4），有⊢  A↔⊥，再据 1.1.5（3），有

⊢  OA↔O⊥，再据（2）和 1.3.3，易见 O⊥∈w。矛盾于（1）。这样，我们证明了∅∉O(w)。 

验证(rt)。设 X∈R(w)。则 

（1）存在 RA∈w使得|A|⊆X。 

再据公理 RT，有 A∈w，所以 w∈|A|。因为|A|⊆X，所以 w∈X。 

验证(fn)。任给 w∈W。据公理 FN，有 F T ∈w，所以据 1.3.10证明中的（1），有| T |∈F(w)。 

因此据 1.3.5（1），易见 W∈F(w)。 

验证(rom)。设 X∈O(w)且 X⊆Y。据前者，有 

（1）存在 OA∈w使得|A|⊆X。 

再据 X⊆Y，有 

  （2）存在 OA∈w使得|A|⊆Y。 

所以 Y∈O(w)。┤ 

1.3.12 框架完全性定理 BTC1 相对 Frame(btc1)是完全的。 

证明：只须证： 

（%） 若A不是 BTC1 的内定理，则 A 在某个 btc1-框架中不有效。 

令 M＝<W, P, R, F, [ ]>是 BTC1 的适当结构。据引理 1.3.10，M 是 BTC1 的典范模型。

因为 F＝<W, P, R, F >是 BTC1 的适当框架，所以据上一引理，F 是 btc1-框架。 

设 A不是 BTC1 的内定理。据定理 1.3.8，有 M   ⊭ A  ，所以 F ⊭ A  。┤ 

我们下一步要考虑的问题： 

1、更精细地分析映射 P, R 和 F 的机制，特别是动态机制。例如，映射 F没有反映主体

相对新知识或新证据如何进行信念修正，即使这样的信念是一种预期性的信念。 

2、我们可以弱化 E aC 的缩写定义：(E aWC)＝df R(C→E)∧PE。由此我们可以考虑相

应的弱化系统。 

3、如果要扩充现有的系统，下面两组公理可以考虑： 

 ① R T。（对应的框架条件是 W∈R(w)。） 

刻画高智能主体的系统应该接受 R T。但若接受 R T，也就接受规则（RRN）A／RA。而一

般认为这个规则太强了，会导致逻辑全知（logical omniscience）。 

易见若我们把 R 看作是必然算子，则增加 R T后，上述系统关于算子 R 的公理和规则

构成的系统是模态系统 T。 

   ② 反思性公理，即认知算子叠加的公理。 

  这样的公理有：令 O∈{R, F}，且令 O∈{R, F }。 

（正反思公理）OA→OOA，      （负反思公理）¬OA→O¬OA。 

这两条公理对应的框架条件是 

X∈O(w) ⇒ {u∈W：X∈O(u)}∈O(w)，  X∉O(w) ⇒ {u∈W：X∉O(u)}∈O(w)。 

4、把上述结果推广到相应的多主体逻辑。 

5、据 1.1.5（13），我们的系统有溯因传递律。注意：溯因传递律不是一般意义上的因

果传递律。后者并不自然，尤其当因果链变得足够长时。我们认为溯因传递律由于描述主体

认知状态应该更自然一些，特别是对某类特定的主体。例如，对认知目的比较简单的主体。 

据 1.1.5（13）的证明，在我们的系统中，溯因传递性来自实质蕴涵的传递性。若不想

要溯因传递性，一个简单的改进方案是把关于算子 O 的单调规则 ROM（中的一部分）改成

等价规则，就像我们下面的逻辑所做的那样。 

6、在形式语言中把 a作为初始符号引入，以代替 3 个一元认知模态算子 P，R，F，从
而把 1.1.1（3）的形成规则改成： 

p⏐¬A⏐(A∧B)⏐(E aC)， 其中 E 和 C 不含 a。 
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真值集定义的 1.2.2（3）改成： 

（3）w∈[E aC] ⇔ [E]∈P(w)且[C→E]∈R(w)∩F(w)。 

1.1.3 给出的形式系统 BTC1 也要进行相应的修改：在 PC 上增加直接刻画a的公理和

规则。例如，增加 1.1.5（7）－（13）中的一些作为公理和规则。我们认为，这样构成的逻

辑本质上与上面我们提出的逻辑相同，只是形式上要更简洁一些。 

二、实验溯因条件句 

实验溯因条件句的直观意义是由结果通过实验溯求原因：某主体已知结果 E，然后猜测

C 是造成 E 的原因，最后通过做实验得知 C就是 E 的原因。由结果通过实验溯求原因是经

验科学研究中的一种重要的认知活动。 

本小节许多内容同于上一小节，所以下面我们只提到不同的内容。 

2.1.1 定义 令 Act＝{a1,…, am,…}是实验活动的集合。我们总用 a 表示 Act 中的元素。 

在经典句子语言中引入 3 个一元认知模态算子 P，G，K 和实验活动算子集{[a]：a∈Act}。 

公式的形成规则为：p⏐¬A⏐(A∧B)⏐PA⏐GA⏐KA⏐[a]A。 

另外引入缩写定义 

(E aaC)＝df PE∧G(C→E)∧[a]K(C→E)， 其中 E 和 C 不含 ab使得 b∈Act。┤ 

说明：PA 的直观意义同于 1.1.1 后面关于 PA 的直观意义。 

GA 的直观意义是：主体猜测（guess）A 为真。 

[a]A的直观意义是：“‘（主体）做了 a后A真’是必然的”（It is necessary that after (the agent) 

executing a, A is true。3），或者“任何搞活动 a 后都使 A 成立”（A holds after any execution of 

action a）。若 a指称的一个实验，则[a]A 表示做了理想实验或完备实验 a 后产生结果 A。4 

KA 的直观意义是：主体知道 A。这样的 A 类似我们所谓的知识(knowledge)。 

根据 E aaC 的缩写定义，我们认为 E aaC 描述了上面提到的直观意义： 

主体由结果 E 猜测 C 是造成 E 的原因，然后通过做实验 a 知道 C 就是 E 的原因。 

我们称形如 E aaC 的公式为由结果 E 通过实验 a 溯求原因 C 的条件句，简称为实验溯

因条件句。 

再举前面的例子：今晨我看到窗外操场是湿的，于是我猜测昨夜下了不小的雨，最后我

通过做实验（例如人工降雨）知道下了不小的雨是操场湿的原因。 

注意：科学家通常在科学实验中要做一系列相关实验才能由果溯因。例如，在不同情况

下进行人工降雨。这时应该把前面的缩写概括为 

(E aa1…anC)＝df PE∧G(C→E)∧[a1]…[an]K(C→E)。 

但这里我们为了简单就不这样处理了。类似前面说明，实验溯因推断也是主观的，即在认知

层次上进行。同样，嵌套实验溯因条件句的直观意义也不清楚，所以我们在下面不考虑嵌套

的实验溯因条件句。 

  2.1.2 规定与缩写 类似 1.1.2。┤ 

下面我们给出一个刻画实验溯因条件句的系统 BTC2。 

2.1.3 定义 实验溯因条件句系统 BTC2 定义如下：TA 和 MP 如前定义， 

（OC）    OA∧OB→O(A∧B)， 其中 O∈{P, G, K}∪{[a]：a∈Act}； 

（NPF） ¬P⊥；  （NGF） ¬G⊥；  （GD）   GA→¬G¬A； 

（KT）     KA→A； （RGE）       A0↔A／GA0↔GA； 

（RZM）      A0→A／ZA0→ZA， 其中 Z∈{P, K}∪{[a]：a∈Act}。┤ 

说明：（1）在我们看来， 

                                                        
3 参见文献［1］的第 166 页。 
4 这里的理想实验和完备实验就是指有必然性的实验。  
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（GM）G(A∧B)→GA∧GB 

的直观意义也许自然，但从 RGE 和 GM 易得下列单调规则： 

（RGM）A0→A／GA0→GA。 

而对 RGM，很容易举出直观的反例，所以这里我们不用 GM做公理。另一方面，我们在 BTC2

引入的规则 RGE 要比 RGM 自然一些。大凡有点智能的主体猜测命题 A 后都应该能猜测 A

的等价命题。 

（2）上述 TA 以外的公理称为 BTC2 的特征公理，RZM 称为 BTC2 的特征规则。 

（3）如果我们把 P，G，K分别看作是必然算子□，则易见上述系统中 

关于算子 P 的公理和规则构成的系统是模态系统 R＋¬□⊥， 

关于算子 G 的公理和规则构成的系统是模态系统 E＋C＋¬□⊥＋D， 

关于算子 K 的公理和规则构成的系统是模态系统 R＋T。5 

2.1.4 定义 类似 1.1.4。┤ 

2.1.5 引理 下面是 BTC2 的内定理和导出规则：  

（1）Z(A∧B)↔ZA∧ZB， 其中 Z∈{P, K}∪{[a]：a∈Act}。  

（2）Z(A→B)→(ZA→ZB)， 其中 Z∈{P, K}∪{[a]：a∈Act}。 

（3）A0↔A／OA0↔OA， 其中 O∈{P, G, K}∪{[a]：a∈Act}。 

（4）(E aaC)↔PE∧G(C→E)∧[a]K(C→E)。 

（5）E0↔E／E0 aaC↔E aaC。 

（6）C0↔C／E aaC0↔E aaC。 

（7）(E1 aaC)∧(E2 aaC)→E1∧E2 aaC。 （结果合取律） 

（8）(E aaC1)∧(E aaC2)→E aaC1∨C2。 （原因析取律） 

（9）¬(⊥ aaC )。 

证明：我们只给出形式证明的主要步骤和主要根据。请读者自行补充细节。 

（1）和（2）的证明如同 1.1.5（1）和（2）的证明。 

（3）据 RZM 和 RGE。 （4）据缩写定义 2.1.1（6）。 

（5） 

① E0↔E                                               假设  

② (C→E0)↔(C→E)                                                    ① 

③ G(C→E0)↔G(C→E)                                               ②，（3） 

④ PE0↔PE                                                                        ①，（3） 

⑤ [a]K(C→E0)↔[a]K(C→E)                              ②，（3） 

⑥ PE0∧G(C→E0)∧[a]K(C→E0)↔PE∧G(C→E)∧[a]K(C→E)      ④， ③，⑤ 

⑦ E0 aaC↔E aaC。                                        ⑥，（4） 

（6）本证明类似（5）的证明。 

（7） 

① (E1 aaC)∧(E2 aaC)→PE1∧G(C→E1)∧[a]K(C→E1)∧PE2∧G(C→E2)∧[a]K(C→E2) （4）  

② (E1 aaC)∧(E2 aaC)→P(E1∧E2)∧G((C→E1)∧(C→E2))∧[a](K(C→E1)∧K(C→E2))   

①，OC 

③ [a](K(C→E1)∧K(C→E2))→[a]K((C→E1)∧(C→E2))           OC，RZM 

④ (E1 aaC)∧(E2 aaC)→P(E1∧E2)∧G((C→E1)∧(C→E2))∧[a]K((C→E1)∧(C→E2))  ②，③ 

⑤ (E1 aaC)∧(E2 aaC)→P(E1∧E2)∧G(C→E1∧E1)∧[a]K(C→E1∧E2)              ④，（3） 

⑥ (E1 aaC)∧(E2 aaC)→E1∧E2 aaC。                                     ⑤，（4） 

（8） 

                                                        
5 R和 E指模态逻辑的相应系统，C和 D以及 T指模态逻辑的相应公理。见后面参考文献［2］。 
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① [a]K(C1→E)∧[a]K(C2→E)→[a]K(C1∨C2→E )          TA，RZM，（1） 

② G(C1→E)∧G(C2→E)→G((C1→E)∧(C2→E))           OC 

③ G((C1→E)∧(C2→E))↔G(C1∨C2→E )               TA，（3） 

④ G(C1→E)∧G(C2→E)→G(C1∨C2→E )            ②，③ 

⑤ PE∧G(C1→E)∧[a]K(C1→E)∧PE∧G(C2→E)∧[a]K(C2→E)  

→PE∧G(C1∨C2→E)∧[a]K(C1∨C2→E)                 ①，④                

⑥ (E aaC1)∧(E aaC2)→E aaC1∨C2。                          ⑤，（4） 

（9） 

① ⊥ aaC→P⊥      TA  

② ¬(⊥ aaC)                ①，NPF ┤ 

如前定义 t-翻译（本质上删去所有的算子），t-退化和协调系统的概念，我们有 

2.1.6 定理 BTC2 能 t-退化为 PC0且是协调的。┤ 

2.1.7 例 令 e 是一个原子公式。则 e aae＝df Pe∧G(e→e)∧[a]K(e→e)的 t-翻译不是 PC0

的内定理，据 2.1.6（1），易见 e aae 不是 BTC2 的内定理。┤ 

2.1.8 例 令 p, q 和 r 是 3 个原子公式。（1）易见 

p aaq→p∧r aaq＝df Pp∧G(q→p)∧[a]K(q→p)→P(p∧r)∧G(q→p∧r)∧[a]K(q→p∧r) 

的 t-翻译 p∧(q→p)∧(q→p)→p∧r∧(q→p∧r)∧(q→p∧r)不是 PC0的内定理，据 2.1. 6（1）， 

p aaq→p∧r aaq 不是 BTC2 的内定理。 

（2）易见 

p aaq→¬q aa¬p＝df Pp∧G(q→p)∧[a]K(q→p)→P¬q ∧G(¬p→¬q)∧[a]K(¬p→¬q) 

的 t-翻译 p∧(q→p)∧(q→p)→¬q ∧(¬p→¬q)∧(¬p→¬q)不是 PC0的内定理，据 2.1. 6（1）， 

p aaq→¬q aa¬p 不是 BTC2 的内定理。 

我们甚至能看到，连 p aap→¬p aa¬p也不是 BTC2 的内定理。 

（3）易见⊥ aa⊥＝df P⊥∧G(⊥→⊥)∧[a]K(⊥→⊥)的 t-翻译⊥∧(⊥→⊥)∧(⊥→⊥)不是 PC0的内

定理，据 2.1. 6（1），⊥ aa⊥不是 BTC2 的内定理。┤ 

说明：如前说明，这些结果也是我们想要的。 

后面我们还要证明，连 T aaT也不是 BTC2 的内定理。 

2.2.1 定义 称 F＝<W, P, G , K , N >是邻域活动框架，简称 F 是 NA-框架，当且仅当W

是非空集，P, G 和 K 是从W 到 P(P(W))中的邻域映射，且 

N＝{Na：a∈Act使得 Na是从W 到 P(P(W))中的邻域映射}。 

称 M＝<W, P, G , K , N, [ ]>是邻域活动模型，简称 M 是 NA-模型，当且仅当<W, P, G , K , 

N >是 NA-框架且[ ]是从全体原子公式 At 到 P(W)的指派映射。 

以后若不特别提到，我们总令 O∈{P, G , K }∪ N。┤ 

2.2.2 定义 类似 1.2.2。┤ 

2.2.3 定义 称 F＝<W, P, G , K , N >是刻画实验溯因条件句的框架，简称 F 是 btc2-框架，

记作 F∈Frame(btc2)，当且仅当下列框架条件成立：对任意 w∈W 和 X, Y⊆W， 

(oc)    X, Y∈O(w) ⇒ X∩Y∈O(w)，  

(npf)   ∅∉P(w)，          (ngf)   ∅∉G(w)， 

(gd)     X∈G(w) ⇒ W－X∉G(w)，   (kt)     X∈K(w) ⇒ w∈X，     

(rzm)  X∈Z(w)且 X⊆Y ⇒ Y∈Z(w) ， 其中 Z∈{P, K }∪N。┤ 

2.2.4－2.2.6 类似 1.2.4－1.2.6。┤ 

2.2.7 框架可靠性定理 BTC2 相对 Frame(btc2)是可靠的。 

证明：任给 btc2-框架 F＝<W, P, G , K , N >和 F 上赋值[ ]。 

验证公理 TA 和规则 MP：显然。 
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验证公理 OC，NPF，NGF 和 KT 以及规则 RZM：证明类似 1.2.7 的证明对 OC，NOF

和 RT 以及 ROM 的验证。 

验证公理 GD：任给 w∈[GA]。则[A]∈G(w)，据 2.2.3 的(gd)，有 W－[A]∉G(w)，再据

引理 2.2.5（1），有[¬A]∉G(w)，所以据 2.2.2（1），有 w∈[¬G¬A]。因此据 w 的任意性，有  

[GA]⊆[¬G¬A]。再据 2.2.5（3），我们有[GA→¬G¬A]＝W。 

验证规则 RGE：设[A0↔A]＝W。据 2.2.5（4），有 

（＃）[A0]＝[A]。 

任给 w∈W，我们有 

w∈[GA0] ⇔ [A0]∈G(w)        据真值集定义 2.2.2 

⇔ [A]∈G(w)     据（＃） 

⇔ w∈[GA]。     据真值集定义 2.2.2 

因此据 w 的任意性，有[GA0]＝[GA]，再据 2.2.5（4），我们有[GA0↔GA]＝W。┤ 

2.2.8 例 令 F＝<W, P, G , K , N >满足下列条件： 

（1）W＝{w}，  （2）P(w)＝G(w)＝K(w)＝{W}， 

（3）Na(w)＝∅， 其中 a∈Act。 

易见 F＝<W, P, G , K , N >满足 2.2.3 的框架条件，所以是 btc2-框架。据上一定理，有 

（4）BTC2 的内定理在 F 中有效。 

易见[a]K( T→T )不在 F 中有效，所以 

（5）T aaT也不在 F 中有效。 

再据（4），易见 

（6）T aaT 不是 BTC2 的内定理。 

另一方面，T∧T 在 F 中有效，所以据（5）， 

（7）T∧T→T aaT 不在 F 中有效。 

再据（4），易见 

（8）T∧T→T aaT 不是 BTC2 的内定理。┤ 

说明：上面的（6）说明：即使重言式作为一个结果，通过实验溯求它是自身的原因也

无意义。据（8），T∧T→T aaT 不是 BTC2 的内定理，从而 A∧B→A aaB 不是 BTC2 的内定

理。这也是我们想要的结果：通过实验，智能主体在认知层面上，发现不是任何两个事件都

有因果关系。 

2.2.9 例 令 M＝<W, P, G , K , N, [ ]>满足下列条件： 

（1）W＝{w, u, v}； 

（2）P(w)＝K(w)＝Na(w)＝{{w}, {w, u}, {w, v}, W}， 其中 a∈Act， 

P(u)＝K(u)＝Na(u)＝{{u}, {u, w}, {u, v}, W}，    其中 a∈Act， 

P(v)＝K(v)＝Na(v)＝{{v}, {v, w}, {v, u}, W}，    其中 a∈Act； 

（3）G(w)＝{{w}, {w, u}, {w, v}}， G(u)＝{{u}}， G(v)＝{{v}}；   

（4）[p]＝[r]＝{w, u}， [q]＝{w, v}。 

易见 F＝< W, P, G , K , N >满足 2.2.3 的框架条件，所以是 btc2-框架。据上一定理，有 

（5）BTC2 的内定理在 F 中有效。 

另一方面，易见 

（6）[q→p]＝{w, u}， [r→q]＝{w, v}。 

所以 

（7）[K(q→p)]＝{w, u}， [K(r→q)]＝{w, v}， [G(q→p)]＝{w}， [G(r→q)]＝{w}。 

因此 

（8）w∈[Pp∧G(q→p)∧[a]K(q→p)∧Pq∧G(r→q)∧[a]K(r→q)]。 
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因为[r→p]＝W∉G(w)，所以我们有 

（9）w∉[G(r→p)]。 

据（8）和（9），最后我们有 

（10）w∉[(p aaq)∧(q aa r)→p aa r]。 

再据（5），易见 

（11）(p aaq)∧(q aa r)→p aa r 不是 BTC2 的内定理。┤ 

说明：（11）说明：实验溯因条件句不满足传递律。BTC1也可以仿效从而得到改善。 

2.3.1－2.3.5 类似 1.3.1－1.3.5。┤ 

2.3.6 定义 （1）定义 BTC2 的典范框架 N＝<W, P, G , K , N, [ ]>如下： 

① W＝{w：w 是极大一致集}； 

② O 是从W 到 P(P(W))中的映射使得 

|A|∈O(w) ⇔ OA∈w，  对任意 w∈W 和公式 A； 

（2）定义 BTC2 的典范模型 M＝<W, P, G , K , N, [ ]>如下：<W, P, G , K , N >是 BTC2

的典范框架，且 

③ [p]＝|p| ， 对每一原子公式 p。┤ 

说明：据引理 2.3.2，BTC2 是一致的，所以 W非空，因此典范框架是良定义的。 

类似 1.3.7 和 1.3.8 的证明，我们有： 

2.3.7－2.3.8 类似 1.3.7－1.3.8。┤ 

2.3.9 定义 （1）定义 BTC2 的适当结构(proper structure) M＝<W, P, G , K , N, [ ]>如下： 

① W＝{w：w 是极大一致集}； 

② G(w)＝{|A|：存在 GA∈w}， 对每一 w∈W； 

③ Z(w)＝{X⊆W：存在 ZA∈w使得|A|⊆X}，  

对每一 w∈W 和 Z∈{P, K}∪{[a]：a∈Act}； 

④ [p]＝|p|， 对每一原子公式 p。 

（2）F＝<W, P, G , K , N >称为 BTC2 的适当框架。┤ 

2.3.10 引理  

令 M＝<W, P, G , K , N, [ ]>是 BTC2 的适当结构。则 M 是 BTC2 的典范模型。 

证明：据定义 2.3.6，只须证：对任意 w∈W 和公式 A， 

（1）|A|∈O(w) ⇔ OA∈w。 

先验证： 

（2）|A|∈G(w) ⇔ GA∈w。 

“⇐”：设 GA∈w。据 G(w)的构造，有|A|∈G(w)。 

“⇒”：设|A|∈G(w)。因为等价类的代表元不是惟一的，所以据 G(w)的构造， 

（3）存在 GA0∈w使得|A0|＝|A|。 

因为|A0|＝|A|，所以据引理 2.3.5（4），有 ⊢   A0↔A，据 RGE，有⊢   GA0↔GA。因为 GA0∈w，

所以据引理 2.3.3，有 GA∈w。 

再验证： 

（4）|A|∈Z(w) ⇔ ZA∈w， 对每一 Z∈{P, K}∪{[a]：a∈Act}。 

“⇐”：设 ZA∈w。因为|A|⊆|A|，所以据 Z(w)的构造，有|A|∈Z(w)。 

“⇒”：设|A|∈Z(w)。据 Z(w)的构造， 

（5）存在 ZA0∈w使得|A0|⊆|A|。 

因为|A0|⊆|A|，所以据引理 2.3.5（3），有 ⊢   A0→A，据 RZM，有⊢   ZA0→ZA。因为 ZA0∈w，

所以据引理 2.3.3，有 ZA∈w。┤ 

2.3.11 引理 令 F＝<W, P, G , K , N >是 BTC2 的适当框架。则 F 是 btc2-框架。 
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证明：下面我们来验证 F满足定义 2.2.3给出的框架条件。 

验证(oc)。证明如同 1.3.11 的证明对(oc)的验证。 

验证(npf)和(ngf)。证明如同 1.3.11 的证明对(nof)的验证。 

验证(gd)。设 X∈G(w)。则 

（1）存在 GA∈w使得|A|＝X。 

再据公理 GD，有 

（2）¬G¬A∈w。 

假设要证结果不成立，即 W－X∈G(w)。则 

（3）存在 GB∈w使得|B|＝W－X。 

据（3）和（1），易见|B|＝W－X＝W－|A|＝|¬A|，所以 ⊢   B↔¬A，再据 RGE，有 ⊢   GB↔G¬A，

再据（3），易见 G¬A∈w，矛盾于（2）和 w 的一致性。 

验证(kt)。证明如同 1.3.11 的证明对(rt)的验证。 

验证(rzm)。证明如同 1.3.11 的证明对(rom)的验证。┤ 

2.3.12 框架完全性定理 BTC2 相对 Frame(btc2)是完全的。 

证明：证明类似 1.3.12 的证明。┤ 

我们下一步要考虑的问题： 

1、我们也可以弱化 E aaC 的缩写定义： 

(E aaWC)＝df PE∧[a]K(C→E)。 

由此我们可以考虑相应的弱化系统。但这样的溯因推断有一种盲目性，而且会导致相应的溯

因传递律。 

2、如果要扩充现有的系统，也可以考虑本节第 1部分最后的两组公理，只是把算子 R

和 O改成 K。 

3、把上述结果推广到相应的多主体逻辑。 

4、如前所述，把前面的缩写概括为 

(E aa1…anC)＝df PE∧G(C→E)∧[a1]…[an]K(C→E)。 

5、用认知算子（知道算子 K和相信算子 B）和时态算子 H和 G的组合来定义溯因条件
句。例如， 

(E aC)＝df KE∧KH(C→E)∧BG(C→E)， 

(E aaC)＝df KE∧KH(C→E)∧[a]BG(C→E)。 

6、何谓 C是 E的原因？经典观点是：C是某条件 B的必要条件而 B是 E的充分条件。

日常语言中我们之所以说 C是 E的原因，是因为 B的其他必要条件可以不提。也就是说，

其他必要条件融入背景，在正常情况下总是存在的。例如，日常生活中我们常说，把水加热

到 100度水就会沸腾。这表示：“把水加热到 100度”是“水沸腾”的原因。但我们知道使

“水沸腾”还需要其他条件。例如，需要一定的大气压（或海拔高度）。但在正常情况下我

们认为这些条件总是在一个合理的范围之内。 

上述分析使我们想到用正常条件句来刻画溯因条件句。在文献［9］中，作者就提出一

种正常条件句逻辑。 

令 C＞E表示在正常情况下 C是产生 E的条件，则我们可以如下定义溯因条件句： 

(E aC)＝df KE∧K(C＞E)， 

(E aaC)＝df KE∧[a]K(C＞E)。 

当然，我们也可以仿照前面的定义，定义类似的溯因条件句。 

7、如第 1节最后说明的那样，在形式语言中把 a作为初始符号引入，相应地修改形成

规则 2.1.1（4）、真值集定义 2.2.2（3）和 2.1.3给出的形式系统 BTC2。 
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三、对通过活动否定 

本节我们用动态逻辑作为基础，对通过活动否定(negation by action)这样一个概念进行逻

辑刻画。这里逻辑刻画的含义就是：给出通过活动否定的语义（可满足关系）和形式系统，

然后证明相应的框架可靠性定理和框架完全性定理。 

考虑命题ϕ：苹果 a在树上。现在我把它摘下来（做了一个活动），因此ϕ就不成立。这
表明通过某个活动，否定了原来的命题。用逻辑的术语说，通过活动α改变了ϕ的真值。因
此，我们得到“通过活动来否定”这样一个概念。这个概念以后简称“活动否定”。 

现在我们引入形式表达式¬αϕ，它直观表示：做了活动α从而否定ϕ。 

这样的直观解释当然有歧义，下面的工作就是试图从各方面揭示¬αϕ的逻辑特征。 

1.PDL0  

本小节我们先给出动态逻辑 PDL0。它是 PDL 的一个简单形式（所有活动都看作原子

活动）。请参见后面的参考文献［1］。 

本节许多内容同于上一节，所以下面我们只提到不同的内容。 

3.1.1 定义 公式的形成规则：p⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐[α]ψ， 其中 p∈At，α∈Act。┤ 

3.1.2 规定与缩写 令<α>ϕ是对¬[α]¬ϕ的缩写。┤ 

3.1.3 定义 系统 PDL0 定义如下：TA 和 MP 如前定义，  

（RKα ）     ϕ1∧…∧ϕn→ψ／[α]ϕ1∧…∧[α]ϕn→[α]ψ， 对任意自然数 n。┤ 

说明：当 n＝0时，如通常规定ϕ1∧…∧ϕn 是 T，所以 RKα 相对 PC 等价于ψ／[α]ψ。 

3.1.4 定义 类似 1.1.4。┤ 

3.1.5 引理 下面是 PDL0 的导出规则和内定理： 

（1）[α](ϕ→ψ)→[α]ϕ→[α]ψ，     （2）ϕ→ψ／[α]ϕ→[α]ψ，  

（3）ϕ→ψ／<α>ϕ→<α>ψ，      （4）[α]ϕ↔¬<α>¬ϕ，           

（5）[α]ϕ1∧…∧[α]ϕn↔[α](ϕ1∧…∧ϕn)， （6）<α>(ϕ1∧…∧ϕn)→<α>ϕ1∧…∧<α>ϕn。 

证明：证明如［2］。┤ 

3.1.6 定义 称〈W, R〉是框架，记作 F∈Frame，当且仅当W 是非空集，R 是定义域为 Act

的映射使得对每一α∈Act，R(α)是 W 上的二元通达关系。 

称〈W, R, [ ]〉是模型，当且仅当〈W, R〉是框架且[ ]是从 At 到 P(W)中的映射。┤ 

说明：为了简洁，我们以后用 Rα 缩写 R(α)。 

3.1.7 定义 令〈W, R〉是框架。任给 w∈W 和α∈Act，Rα (w)＝df {u∈W：wRαu}。┤ 

3.1.8 真值集定义 令〈W, R, [ ]〉是模型。定义复合公式ϕ相对 M 的真值集[ϕ]如下： 

（1）w∈[¬ϕ] ⇔ w∉[ϕ]，  （2）w∈[ϕ∧ψ] ⇔ w∈[ϕ]且 w∈[ψ]， 

（3）w∈[[α]ϕ] ⇔ Rα (w)⊆[ϕ]。┤ 

3.1.9－3.1.11 类似 1.2.4－1.2.6。┤ 

3.1.12 定理 PDL0 相对 Frame框架可靠。 

证明：证明如通常。┤ 

3.1.13 类似 1.3.1。┤ 

3.1.14 引理 （1）类似 1.3.3（1）。 （2）类似 1.3.5。 

（3）ϕ属于每一以 w 为子集的极大一致集，当且仅当，存在ϕ1,…, ϕn∈w使得 

⊢      ϕ1∧…∧ϕn→ϕ。 

（4）若      ⊬          ϕ，则存在极大一致集 w使得ϕ∉w。 

（5）（Lndenbaum-引理）令 w 是一致的公式集。则存在极大一致集 u使得 w⊆u。 

（6）PDL0 是一致的。 

（7）若{¬ϕ}不一致，则⊢      ϕ。┤ 

3.1.15 缩写定义 令 w 是公式集。 
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w－
[α]
＝{ψ：[α]ψ∈w}，  w＋

<α>
＝{<α>ϕ：ϕ∈w}。┤ 

3.1.16 引理 令 W 是所有极大一致集的集合，令 w∈W。则 

（1）[α]ψ∈w ⇔ ∀u∈W(w－
[α]
⊆u ⇒ ψ∈u)。   

（2）w－
[α]
⊆u ⇔ u＋

<α>
⊆w， 对所有 u∈W。 

（3）[α] ⊥∈w ⇔ ～∃u∈W (w－
[α]
⊆u)。 

（4）<α > 

T ∈w ⇔ ∃u∈W (w－
[α]
⊆u)。┤ 

3.1.17 定义  定义 PDL0 的典范框架<W, R>： 

W＝{w：w 是极大一致集}， R＝{Rα ： α∈Act }，其中 

Rα ＝{<w, u>∈W2：w－
[α]
⊆u}，∀α∈Act。 

定义 PDL0 的典范模型<W, R, [ ]>：<W, R>是 PDL0 的典范框架，且 

[p]＝|p|， 对每一 p∈At。┤ 

3.1.18－3.1.19 类似 1.3.7－1.3.8。┤ 

3.1.20 框架完全性定理 PDL0 相对框架类 Frame 是完全的。┤ 

2.用缩写公理刻画活动否定 

在前面的语言中，对每一α∈Act 和ϕ∈Form，增加形如¬αϕ的公式，即形成规则如下： 

   p⏐¬ϕ⏐¬αϕ⏐ (ϕ∧ψ)⏐[α]ψ， 其中 p∈At，α∈Act。 

所谓缩写公理是指形如¬αϕ↔f(ϕ)的公式使得 f(ϕ)是用ϕ和其他符号（特别是[α]）构造

起来的公式。 

（1）在 PDL0 中引入缩写公理 

这是一种最简单的方案。下面是可以考虑的缩写公理： 

3.2.1 定义  

（A1）¬αϕ↔ϕ∧[α]¬ϕ，   （A2）¬αϕ↔ϕ∧¬[α]ϕ，  

（A3）¬αϕ↔[α]¬ϕ，     （A4）¬αϕ↔¬[α]ϕ，  

（A5）¬αϕ↔ϕ→[α]¬ϕ，   （A6）¬αϕ↔ϕ→¬[α]ϕ， 

（A7）¬αϕ↔[α]¬ϕ→ϕ，    （A8）¬αϕ↔¬[α]ϕ→ϕ。┤ 

说明：A1 和 A2 直观表示：通过活动否定一个命题就是改变原来命题的真值。通常情

况下，A2弱于 A1。A3 和 A4分别是 A1 和 A2 的退化形式，它们只有单纯否定的意思，即

没有改变原有命题真值的意思。A5－A8 是蕴涵式定义。 

上述的缩写公理，还有相应的变种。例如 A1 的一个变种是： 

（A1*）¬αϕ↔¬ϕ∧[α]ϕ。 

后面我们要用它构造相应的系统。 

对应 A1 的真值集定义是： 

3.2.2 真值集定义 在真值集定义 3.1.8 中增加：w∈[¬αϕ] ⇔ (w∈[ϕ]且 Rα(w)⊆[¬ϕ])。┤ 

w∈[¬αϕ]的直观意义是：w 是原来状态使得ϕ在其中真，在 w做完α必使ϕ不成立。显然， 

w∉[¬αϕ] ⇔ w∉[ϕ∧[α]¬ϕ] ⇔ w∈[ϕ→<α>ϕ]。 

所以当 w 自返时¬αϕ不成立。 

3.2.3 定理 下面是 PDL0＋A1 的内定理： 

（1）(¬α)n ϕ→ϕ， 其中(¬α)n ϕ表示ϕ前面有 n 个¬α。 

（2）¬ϕ∨<α>ϕ↔¬¬αϕ。  （3）<α>ϕ→¬¬αϕ。 

（4）¬ϕ→¬¬αϕ。        （5）¬¬α ⊥。┤ 

说明：上述（1）说明：无论做多少次活动否定一个命题，它在原来状态中总成立。 

上述（5）说明⊥的真值通过任何活动都无法改变。这是自然的。 

考虑对应 A2 的真值集定义：  

3.2.4 真值集定义 w∈[¬αϕ] ⇔ (w∈[ϕ]且 Rα(w)∩[¬ϕ]≠∅)。┤ 
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说明：w∈[¬αϕ]的直观意义是：w 是原来状态使得ϕ在其中真，在 w做完α有可能使ϕ不 

成立。若 Rα(w)≠∅，则易见这里的定义弱于 3.2.2 中的定义；若 Rα(w)＝∅，则 w∉[¬αϕ]。 

3.2.5 定理 下面是 PDL0＋A2 的内定理： 

（1）(¬α)n ϕ→ϕ， 其中(¬α)n ϕ表示ϕ前面有 n 个¬α。 

（2）¬ϕ∨[α]ϕ↔¬¬αϕ。   （3）[α]ϕ→¬¬αϕ。  （4）¬ϕ→¬¬αϕ。         

（5）¬¬αT。          （6）¬¬α ⊥。┤ 

说明：（5）从（3）得到，（6）从（4）得到。（5）－（6）说明逻辑常元的真值通过任

何活动都无法改变。这些我们认为都是很自然的。看来采用 A2 是一个不错的方案。 

3.2.6 定理 下面是 PDL0＋A3 的内定理： 

（1）¬¬αϕ↔<α>ϕ。   （2）¬α¬ϕ↔[α]ϕ。   （3）¬α ⊥。┤ 

说明：据（3），PDL0＋A3 不是一个好的方案。 

3.2.7 定理 下面是 PDL0＋A4 的内定理： 

（1）¬¬αϕ↔[α]ϕ。   （2）¬α¬ϕ↔<α>ϕ。   （3）¬¬αT。┤ 

说明：这说明 PDL0＋A4也是一个可行的方案。 

对应 A4 的真值集定义是：  

3.2.8 真值集定义 w∈[¬αϕ] ⇔ Rα(w)∩[¬ϕ]≠∅。┤ 

易见¬ϕ→¬αϕ是 PDL0＋A5 或 PDL0＋A6 的内定理，ϕ→¬αϕ是 PDL0＋A7 或 PDL0＋

A8 的内定理，所以 PDL0分别加入这 4 个缩写公理似乎都不是好方案。因为从前者我们可

以得到内定理¬α ⊥，从后者我们可以得到内定理¬αT。 

为了改进，我们至少有下面两种选择： 

1、把 A5－A8 中的蕴涵符号→改成条件句算子＞。（关于条件句逻辑可以参见文献［4］。） 

由此可以避免上述我们不想要的东西。 

2、用拟赋值方法（参见［3］），我们可以弱化公理 A1－A8，特别是 A5－A8，即把下

列公理分别加入 PDL0。（采用其中的一些公理能避免前面一些我们不想要的内定理。） 

3.2.9 定义 

（A1.1）¬αϕ→ϕ∧[α]¬ϕ，   （A1.2）ϕ∧[α]¬ϕ→¬αϕ， 

（A2.1）¬αϕ→ϕ∧¬[α]ϕ，   （A2.2）ϕ∧¬[α]ϕ→¬αϕ， 

（A3.1）¬αϕ→[α]¬ϕ，    （A3.2）[α]¬ϕ→¬αϕ，  

（A4.1）¬αϕ→¬[α]ϕ，    （A4.2）¬[α]ϕ→¬αϕ， 

（A5.1）¬αϕ→ϕ→[α]¬ϕ，   

（A5.2）(ϕ→[α]¬ϕ)→¬αϕ （还会有¬ϕ→¬αϕ）， 

（A6.1）¬αϕ→ϕ→¬[α]ϕ，   

（A6.2）(ϕ→¬[α]ϕ)→¬αϕ （还会有¬ϕ→¬αϕ）， 

（A7.1）¬αϕ→[α]¬ϕ→ϕ，   

（A7.2）([α]¬ϕ→ϕ)→¬αϕ （还会有ϕ→¬αϕ）， 

（A8.1）¬αϕ→¬[α]ϕ→ϕ，   

（A8.2）(¬[α]ϕ→ϕ)→¬αϕ （还会有ϕ→¬αϕ）。┤ 

把 3.2.1 中我们想要的公理分别加入 PDL0，并采用相应的真值集定义作为语义，我们

能证明相应的框架可靠性定理和框架完全性定理。完全性定理的证明非常简单，因为不需要

验证框架条件。 

（2）用双模态算子定义活动否定 

我们在前面说过，¬αϕ直观表示：做了活动α从而否定ϕ。这就是说，通过活动α改变了

ϕ的真值。这意味，ϕ在原来状态中成立。根据这样的思想，我们可以用两个算子来定义¬αϕ。
为此我们在语言中再引入形如 Pαϕ的公式，直观意义是：ϕ在做活动α之前成立。 
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3.2.10定义 系统NA1是在PDL0中增加下列公理和规则得到的系统：对任意自然数 n， 

（RKPα ） ϕ1∧…∧ϕn→ψ／Pαϕ1∧…∧Pαϕn→Pαψ， 

（A9）   ¬αϕ↔Pαϕ∧[α]¬ϕ。 

系统 NA2 是在 PDL0 中增加下列公理和规则得到的系统：对任意自然数 n， 

（RKPα ） ϕ1∧…∧ϕn→ψ／Pαϕ1∧…∧Pαϕn→Pαψ， 

（A10）  ¬αϕ↔Pαϕ∧¬[α]ϕ。┤ 

3.2.11 定理 下面是 NA1 的内定理： 

（1）Pαϕ→<α>ϕ↔¬¬αϕ。   （2）<α>ϕ→¬¬αϕ。   （3）¬Pαϕ→¬¬αϕ。 

下面是 NA2 的内定理： 

（1）Pαϕ→[α]ϕ↔¬¬αϕ。      （2）[α]ϕ→¬¬αϕ。    

（3）¬Pαϕ→¬¬αϕ。          （4）¬¬α T。┤ 

说明：从内定理的情况看起来，NA2 似乎比 NA1 自然。 

如 3.2.1 和 3.2.9，我们还可以考虑蕴涵式公理。 

3.2.12 定义 称〈W, R, P〉是 P-框架，记作 F∈FrameP，当且仅当，〈W, R〉是 3.1.6 定义的

框架，且 P 是定义域为 Act 的映射，使得对每一α∈Act，Rα是 W 上的二元通达关系。 

称〈W, R, P, [ ]〉是 P-模型，当且仅当，〈W, R, P〉是框架且[ ]是从 At 到 P(W)中的映射。┤ 

3.2.13 真值集定义 令〈W, R, P, [ ]〉是 P-模型。（1）－（3）同 3.1.8 的（1）－（3）， 

（4）  w∈[Pαϕ] ⇔ Pα(w)⊆[ϕ]， 

（5.1）w∈[¬αϕ] ⇔ w∈[Pαϕ∧[α]¬ϕ]， 或 （5.2）w∈[¬αϕ] ⇔ w∈[Pαϕ∧¬[α]ϕ]。┤ 

易证： 

3.2.14 定理 （1）NA1 相对 FrameP（真值集定义以（5.1）为特征）是可靠且完全的。 

（2）NA2 相对 FrameP（真值集定义以（5.2）为特征）是可靠且完全的。┤ 

3.用二元活动关系从另一个角度刻画活动否定 

3.3.1 真值集定义 令〈W, R, [ ]〉是 3.1.6给出的模型。（1）－（3）同 3.1.8 的（1）－（3）， 

（4.1）w∈[¬αϕ] ⇔ ∀u∈W(uRαw 且 u∈[ϕ] ⇒ w∈[¬ϕ])， 或 

（4.2）w∈[¬αϕ] ⇔ ∀u∈W(wRαu 且 w∈[ϕ] ⇒ u∈[¬ϕ])。┤ 

说明：4.1 和 4.2分别等价 

（4.1*）w∈[¬αϕ] ⇔ ∀u∈W(uRαw 且 w∈[ϕ] ⇒ u∈[¬ϕ])，  

（4.2*）w∈[¬αϕ] ⇔ ∀u∈W(wRαu 且 u∈[ϕ] ⇒ w∈[¬ϕ])。 

4.1 似乎是一个有意思的定义：uRαw 表示 w 是做完α形成的状态。而它的对应 4.2 则是

对应 A5 的真值集定义。 

3.3.2 定义 系统 NAT 是在 PDL0 中增加下列公理得到的系统： 

（T）  [α]ϕ→ϕ，   （T0） ¬¬αϕ→ϕ。 

系统 NAT1 是在 NAT 中增加下列公理和规则得到的系统：  

（T1）   

<α>(¬αϕ∧ϕ)→¬ϕ，  （RT1）  <α>ψ→¬ϕ／ψ→¬αϕ。 

系统 NAT2 是在 NAT 中增加下列公理和规则得到的系统：  

（T2）   

¬αϕ∧ϕ→[α]¬ϕ，   （RT2）  ψ→¬ϕ／[α]ψ→¬αϕ。┤ 

说明：T0就是 3.2.8 后面提到的¬ϕ→¬αϕ，它是 PDL0＋A5 或 PDL0＋A6 的内定理，

由此可得出内定理¬α ⊥，所以不那么自然。这里和下面我们也研究不恰当的逻辑。 

定义从当下模态语言到经典句子语言的 t-翻译如下：其中 p∈At， 

t(p)＝p， t(¬ϕ)＝t(¬αϕ)＝¬t(ϕ)， t(ϕ∧ψ)＝t(ϕ)∧t(ψ)，   t([α]ϕ)＝t(ϕ)。 

易证 NAT，NAT1 和 NAT2协调。 

3.3.3 定理 令 Frame(ref)是所有自返框架的类。 

（1）NAT1 相对 Frame(ref) （真值集定义以 3.3.1 的（4.1）为特征）可靠且完全。 
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（2）NAT2 相对 Frame(ref) （真值集定义以 3.3.1 的（4.2）为特征）可靠且完全。 

证明：（1）证明可靠性： 

任给 F＝〈W, R〉∈Frame(ref)和 F 上赋值[ ]（真值集定义以 3.3.1 的（4.1）为特征）。 

验证公理 T：据自返性显然。 

验证公理 T0：任给 w∈[¬¬αϕ]。则据 3.3.1 的（4.1），∃u∈W(uRαw 且 u∈[ϕ]且 w∈[ϕ])。 

所以 w∈[ϕ]。 

验证公理 T1：任给 w∈[<α>(¬αϕ∧ϕ)]。则∃v∈W(wRαv 且 v∈[¬αϕ∧ϕ])。因为 v∈[¬αϕ]，

所以据 3.3.1 后面的（4.1*），有 

① ∀u∈W(uRαv 且 v∈[ϕ] ⇒ u∈[¬ϕ])。 

因为 wRαv 且 v∈[ϕ]，所以据①有 w∈[¬ϕ]。 

验证规则 RT1：设 

② [<α>ψ]⊆[¬ϕ]。 

要证：[ψ]⊆[¬αϕ]。任给 w∈[ψ]。因 w 自返，故 w∈[<α>ψ]，据②，有 w∈[¬ϕ]。因此总有 

∀u∈W(uRαw 且 u∈[ϕ] ⇒ w∈[¬ϕ])。 

因此据 3.3.1 的（4.1），有 w∈[¬αϕ]。 

证明完全性：定义<W, R>是 NAT1 的典范框架，且令 w∈W。下证： 

③ ¬αϕ∈w ⇔ ∀u∈W(uRαw 且ϕ∈w ⇒ ¬ϕ∈u)。 

“⇒”：设¬αϕ∈w。任给 u∈W 使得 uRαw 且ϕ∈w。据前者，有 w＋
<α>

⊆u。因为¬αϕ∈w

且ϕ∈w，所以<α>(¬αϕ∧ϕ)∈w＋
<α>

，所以<α>(¬αϕ∧ϕ)∈u。据公理 T1，有¬ϕ∈u。 

“⇐”：设¬αϕ∉w。只须证 

④ 存在 u∈W使得 uRαw 且ϕ∈u 且ϕ∈w。 

因为¬αϕ∉w，故¬¬αϕ∈w，据 T0，有ϕ∈w。为证④，据 Lindenbaum-引理，现在只须证： 

⑤ w＋
<α>

∪{ϕ}一致。 

假设⑤不成立，则存在<α>ϕ1, …, <α>ϕn∈w＋
<α>
使得⊢    <α>ϕ1∧…∧<α>ϕn→¬ϕ。故据 3.1.5（6），

有⊢    <α>(ϕ1∧…∧ϕn)→¬ϕ。据 RT1，有⊢    ϕ1∧…∧ϕn→¬αϕ。因为<α>ϕ1, …, <α>ϕn∈w＋
<α>

，所

以ϕ1, …, ϕn∈w，易见¬αϕ∈w，矛盾于设定。 

完全性定理的其余证明如常。如前所述，这样的证明很简单，因为无框架条件需要验证。 

（2）证明可靠性： 

任给 F＝〈W, R〉∈Frame(ref)和 F 上赋值[ ]（真值集定义以 3.3.1 的（4.2）为特征）。 

验证公理 T0：任给 w∈[¬¬αϕ]。则据 3.3.1 的（4.2），∃u∈W(wRαu 且 w∈[ϕ]且 u∈[ϕ])。 

所以 w∈[ϕ]。 

验证公理 T2：任给 w∈[¬αϕ∧ϕ]。（要证 w∈[[α]¬ϕ]。）任给 u∈W 使得 wRαu。（要证

u∈[¬ϕ]。）因为 w∈[¬αϕ]，所以据 3.3.1 的（4.2），有 

① ∀v∈W(wRαv 且 w∈[ϕ] ⇒ v∈[¬ϕ])。 

因为 wRαu 且 w∈[ϕ]，所以据①有 u∈[¬ϕ]。 

验证规则 RT2：设 

② [ψ]⊆[¬ϕ]。 

要证：[[α]ψ]⊆[¬αϕ]。任给 w∈[[α]ψ]。因为 w 是自返的，所以 w∈[ψ]，据②，有 w∈[¬ϕ]。

因此下式总是空洞成立 

∀u∈W(wRαu 且 w∈[ϕ] ⇒ u∈[¬ϕ])。 

因此据 3.3.1 的（4.2），有 w∈[¬αϕ]。 

证明完全性：定义<W, R>是 NAT2 的典范框架，且令 w∈W。下证： 
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③ ¬αϕ∈w ⇔ ∀u∈W(wRαu 且ϕ∈w ⇒ ¬ϕ∈u)。 

“⇒”：设¬αϕ∈w。任给 u∈W使得 wRαu 且ϕ∈w。据前者，有 w－[α]
⊆u。因为¬αϕ∧ϕ∈w，

所以据公理 T2，有[α]¬ϕ∈w。再据 w－[α]
⊆u，有¬ϕ∈u。 

“⇐”：设¬αϕ∉w。只须证 

④ 存在 u∈W使得 wRαu 且ϕ∈u 且ϕ∈w。 

因为¬αϕ∉w，所以¬¬αϕ∈w，据 T0，有ϕ∈w。现为证④，据 Lindenbaum-引理，只须证： 

⑤ w－
[α]
∪{ϕ}一致。 

假设⑤不成立，则存在ϕ1, …, ϕn∈ w－
[α]
使得 ⊢    ϕ1∧…∧ϕn→¬ϕ。据 RT2，有 

⑥ ⊢    [α](ϕ1∧…∧ϕn)→¬αϕ。 

因为ϕ1, …, ϕn∈w－
[α]
，所以易证[α](ϕ1∧…∧ϕn)∈w，所以据⑥，有¬αϕ∈w，矛盾于设定。 

完全性定理的其余证明如通常。┤ 

4.用三元活动关系刻画活动否定 

3.4.1 公式的形成规则 p⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐[αϕ]ψ⏐¬αϕ， 其中 p∈At，α∈Act。┤ 

  说明：我们用αϕ直观表示：α是与命题ϕ有关的活动。（参见文献［8］。）[αϕ]ψ可以看作

是二元模态算子[α](ϕ, ψ)。 

3.4.2 定义 〈W, R〉是三元框架，当且仅当，W 是非空集，且 R 是 Act 上的映射，使得

对每一α∈Act，Rα是 W 上的三元通达关系。 

称〈W, R, [ ]〉是三元模型，当且仅当，〈W, R〉是框架且[ ]是从 At 到 P(W)中的映射。 

所有三元框架的类记作 Frame3。┤ 

说明：以后我们用 Rαuwv 简单表示<w, u, v>∈Rα。 

3.4.3 真值集定义 令〈W, R, [ ]〉是三元模型。对每一复合公式ϕ，定义真值集[ϕ]如下： 

（1）w∈[¬ϕ] ⇔ w∉[ϕ]，   （2）w∈[ϕ∧ψ] ⇔ w∈[ϕ]且 w∈[ψ]， 

（3）w∈[[αϕ]ψ] ⇔ ∀uv∈W(Rαuwv ⇒ u∈[ϕ]或 v∈[ψ])。┤ 

Rαuwv 的直观意义是：活动α从初始状态 u开始经过中间状态 w 最后达到结果状态 v。 

3.4.4 缩写定义 <αϕ>ψ＝df ¬[α¬ϕ]¬ψ。┤ 

3.4.5 引理 w∈[<αϕ>ψ] ⇔ ∃uv(Rαuwv 且 u∈[ϕ]且 v∈[ψ])。┤ 

3.4.6 定义 否定活动系统 3NA0 由 PC 和下列构成： 

（RK1）  ϕ1∧…∧ϕn→ψ／[αϕ]ϕ1∧…∧[αϕ]ϕn→[αϕ]ψ， 

（RK2）  ϕ1∧…∧ϕn→ϕ／[αϕ1
]ψ∧…∧[αϕn

]ψ→[αϕ]ψ。┤ 

说明：当 n＝0时，RK1 和 RK2分别是ψ／[αϕ]ψ和ϕ／[αϕ]ψ。 

3.4.7 定理 3NA0 相对 Frame3框架可靠。 

证明：任给三元框架 F＝〈W, R〉和 F 上赋值[ ]。 

验证规则 RK1：设 

① [ϕ1∧…∧ϕn]⊆[ψ]。 

任给 w∈[[αϕ]ϕ1∧…∧[αϕ]ϕn]。要证 w∈[[αϕ]ψ]。据 3.4.3（3），只须证 

② ∀uv(Rαuwv ⇒ u∈[ϕ]或 v∈[ψ])。 

任给 u, v∈W使得 Rαuwv。据 w∈[[αϕ]ϕ1∧…∧[αϕ]ϕn]，易见 

∀uv(Rαuwv ⇒ u∈[ϕ]或 v∈[ϕ1]), …, ∀uv(Rαuwv ⇒ u∈[ϕ]或 v∈[ϕn])。 

再据 Rαuwv，易见 

u∈[ϕ]或 v∈[ϕ1], …, u∈[ϕ]或 v∈[ϕn]。 

所以 u∈[ϕ]或（v∈[ϕ1]且…且 v∈[ϕn]）。因此 u∈[ϕ]或 v∈[ϕ1∧…∧ϕn]。再据①，有 u∈[ϕ]或 v∈[ψ]。 

验证规则 RK2：类似上面对 RK1 的验证。┤ 
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3.4.8 定义  定义 3NA0 的典范框架<W, R>：① W＝{w：w 是 3NA0 的极大一致集}， 

② R＝{Rα：α∈Act }，使得 

 Rα＝{<u, w, v>∈W2：[αϕ]ψ∈w ⇒ ϕ∈u 或ψ∈v}， 对每一α∈Act。 

定义 3NA0 的典范模型<W, R, [ ]>如下：<W, R>是 3NA0 的典范框架，且 

③ [p]＝|p|， 对每一原子公式 p。┤ 

3.4.9 典范框架主引理  令<W, R>是 3NA0 的典范框架，且令 w∈W。则 

（1）[αϕ]ψ∈w ⇔ ∀uv∈W(Rαuwv ⇒ ϕ∈u 或ψ∈v)。 

（2）<αϕ>ψ∈w ⇔ ∃uv∈W(Rαuwv 且ϕ∈u 且ψ∈v)。 

证明：（1）“⇒”：设[αϕ]ψ∈w。任给 u, v∈W使得 Rαuwv，所以对每一ϕ, ψ∈Form， 

[αϕ]ψ∈w ⇒ ϕ∈u 或ψ∈v。 

再据设定，易得要证结果。 

“⇐”：设[αϕ]ψ∉w。只须证 

① ∃uv∈W(Rαuwv 且¬ϕ∈u 且¬ψ∈v)。 

令 X＝{θ：[αϕ]θ∈w}。先证 

② X∪{¬ψ}一致。 

假设②不成立，则存在θ1,…, θn∈X使得⊢      θ1∧…∧θn→ψ。据规则 RK1，我们有 

③ ⊢     [αϕ]θ1∧…∧[αϕ]θn→[αϕ]ψ。  

因为θ1,…, θn∈X，所以[αϕ]θ1,…, [αϕ]θn∈w，所以据③，有[αϕ]ψ∈w。矛盾于设定。 

令 Y＝{θ：[αθ]ψ∈w}。再证 

④ Y∪{¬ϕ}一致。 

假设④不成立，则存在θ1,…, θn∈Y使得 ⊢      θ1∧…∧θn→ϕ。据规则 RK2，我们有 

⑤ ⊢     [αθ1
]ψ∧…∧[αθn

]ψ→[αϕ]ψ。  

因为θ1,…, θn∈Y，所以[αθ1
]ψ,…, [αθn

]ψ∈w，所以据⑤，有[αϕ]ψ∈w。矛盾于设定。 

据②，④和 Lindenbaum-引理，存在 u, v∈W使   

{θ：[αθ]ψ∈w}∪{¬ϕ}⊆u， {θ：[αϕ]θ∈w}∪{¬ψ}⊆v。 

由此易见 Rαuwv 成立，从而①成立。 

（2）我们有 

        <αϕ>ψ∈w ⇔ ¬[α¬ϕ]¬ψ∈w                           据 3.4.4                  

⇔ [α¬ϕ]¬ψ∉w                     据 3.1.14（1）                    

⇔ ∃uv∈W(Rαuwv 且ϕ∈u 且ψ∈v)。      据（1）┤ 

如前易证典范模型基本定理，从而易证： 

3.4.10 定理 3NA0 相对 Frame3框架完全。┤ 

3.4.11 真值集定义 在 3.4.3 中增加： 

（4.1）w∈[¬αϕ] ⇔ ∃uv∈W(Rαuwv 且 u∈[ϕ]且 v∈[¬ϕ])，或 

（4.2）w∈[¬αϕ] ⇔ ∀uv∈W (Rαuwv 且 u∈[ϕ] ⇒ v∈[¬ϕ])。┤ 

3.4.12 定义 系统 3NA1 由 3NA0 和下列构成： 

（NA1） ¬αϕ↔<αϕ>¬ϕ。 

系统 3NA2 由 3NA0 和下列构成： 

（NA2） ¬αϕ↔[α¬ϕ]¬ϕ。┤ 

说明：易见这样定义的公理也是一种缩写公理。 

3.4.13 定理  

（1）3NA1 相对 Frame3（真值集定义以 3.4.11 的（4.1）为特征）框架可靠且完全。 
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（2）3NA2 相对 Frame3（真值集定义以 3.4.11 的（4.2）为特征）框架可靠且完全。 

证明：（1）证明可靠性： 

任给 F＝〈W, R 〉∈3Frame 和 F 上赋值[ ]（真值集定义以 3.4.11 的（4.1）为特征）。 

只须验证公理 NA1：任给 w∈W，则 

w∈[¬αϕ] ⇔ ∃uv∈W(Rαuwv 且 u∈[ϕ]且 v∈[¬ϕ])   据 3.4.11 的（4.1） 

⇔ w∈[<αϕ>¬ϕ]。           据 3.4.5 

证明完全性：定义<W, R>是 NA1 的典范框架，且令 w∈W。下证： 

③ ¬αϕ∈w ⇔ ∃uv∈W(Rαuwv 且ϕ∈u 且¬ϕ∈v)。 

  我们有 

 ¬αϕ∈w ⇔ <αϕ>¬ϕ∈w                       据 NA1  

⇔ ∃uv∈W(Rαuwv 且ϕ∈u 且¬ϕ∈v)。    据 3.4.9（2） 

（2）证明可靠性： 

任给 F＝〈W, R 〉∈3Frame 和 F 上赋值[ ]（真值集定义以 3.4.11 的（4.2）为特征）。 

只须验证公理 NA2：任给 w∈W，则 

w∈[¬αϕ] ⇔ ∀uv∈W (Rαuwv 且 u∈[ϕ] ⇒ v∈[¬ϕ])  据 3.4.11 的（4.2） 

⇔ ∀uv∈W (Rαuwv ⇒ u∈[¬ϕ]或 v∈[¬ϕ])   

⇔ w∈[[α¬ϕ]¬ϕ]。            据 3.4.5 

证明完全性：定义<W, R>是 NA1 的典范框架，且令 w∈W。下证 

③ ¬αϕ∈w ⇔ ∀uv∈W(Rαuwv 且ϕ∈u ⇒ ¬ϕ∈v)： 

 ¬αϕ∈w ⇔ [α¬ϕ]¬ϕ∈w                        据 NA2  

⇔ ∀uv∈W(Rαuwv ⇒ ¬ϕ∈u 或¬ϕ∈v)    据 3.4.9（1） 

⇔ ∀uv∈W(Rαuwv 且ϕ∈u ⇒ ¬ϕ∈v)。┤    

5.相对 Act 刻画活动否定 

前面我们考虑的活动否定皆相对单个活动定义。本小节我们要考虑相对全体活动定义的

两种否定概念：全称活动否定和存在活动否定。 

（1）刻画全称活动否定 

3.5.1 定义 （1）令 Act0就是前面的 Act。 

（2）联立归纳定义所有公式的集合 Form 和所有活动的集合 Act 如下： 

 ① At⊆Form；     ② Act0⊆Act； ③ 若ϕ, ψ∈Form，则¬ϕ, (ϕ∧ψ), ¬∀ϕ∈Form； 

④ 若α∈Act 且ϕ∈Form，则[α]ϕ∈Form；   ⑤  若ϕ∈Form，则ϕ?∈Act。┤ 

说明：Act 中只有两种活动：原子活动和形如ϕ?的测试活动。6 

ϕ?的直观意义是：测试ϕ，若ϕ真则进行，否则失败（test ϕ; proceed if true, fail if false）。

（参见文献［1］第 166页。） 

¬∀称为全称活动否定算子。¬∀ϕ的直观意义是：任给α，有¬αϕ，其中¬αϕ如下规定： 

3.5.2 缩写定义  

（Ad1）¬αϕ＝df ϕ∧[α]¬ϕ。  （Ad2）¬αϕ＝df ϕ∧¬[α]ϕ。 

（Ad5）¬αϕ＝df ϕ→[α]¬ϕ。  （Ad6） ¬αϕ＝df ϕ→¬[α]ϕ。 

（Ad10）¬αϕ＝df Pαϕ∧¬[α]ϕ。┤ 

说明：我们也可以如 3.2.1 和 3.2.10那样引入缩写公理，但这里引入缩写定义在证明可

靠性定理和完全性定理时更简单得多。 

3.5.3 定义 称〈W, R, [ ]〉是 Act 的模型，当且仅当，W 是非空集，[ ]是从 At 到 P(W)中

的映射，且 R 是定义域为 Act 的映射使得 

对每一 a∈Act0，Ra是 W 上任意的二元通达关系； 且 

                                                        
6  参见［7］第 23页。这里我们为了简单，不涉及通达关系的 3种正则复合运算∪, ;和*。 



逻辑与认知                                                                  Vol. 3, No.4, 2005 

39 

对每一ψ?∈Act，Rψ?是如下递归定义的二元通达关系： 

（＃）Rψ?＝{<w, w>∈W2：w∈[ψ]}； 

所有 Act 的模型的类记作Model(Act)。┤ 

注意：（＃）是模型条件而不是框架条件，所以下面我们只能证明模型可靠性定理和模

型完全性定理。 

3.5.4 定义 令〈W, R, [ ]〉是 Act 的模型。Rα (w)＝df {u∈W：wRαu}。┤ 

3.5.5 真值集定义 令 M＝〈W, R, [ ]〉是 Act 的模型。定义相对 M 的真值集[ϕ]如下： 

（1）－（3）同 3.1.8 的（1）－（3）， （4） w∈[¬∀ϕ] ⇔ ∀α∈Act(w∈[¬αϕ])。┤ 

3.5.6 定义 考虑下面公式： 

（U0）[ψ?]ϕ↔ψ→ϕ。 

（U1）¬∀ϕ→¬αϕ， 对每一α∈Act。 （其中¬αϕ取 3.5.2 的某个定义） 

（U2）¬¬∀ϕ→ϕ。 

系统 NA1∀＝df PDL0＋U0＋U1＋U2＋Ad5。 

系统 NA2∀＝df PDL0＋U0＋U1＋U2＋Ad6。 

系统 NA3∀＝df PDL0＋U0＋U1＋Ad1。 

系统 NA4∀＝df PDL0＋U0＋U1＋Ad2。 

系统 NA5∀＝df PDL0＋U0＋U1＋Ad10。┤ 

3.5.7 引理  （1）PDL0＋U0 有内定理<ψ?>ϕ↔ψ∧ϕ。 

（2）NA3∀，NA4∀和 NA5∀有内定理¬¬∀ϕ。 

证明：（1）据测试公理 U0易得。下面证（2）： 

① ϕ→ϕ∧ϕ         据 TA 

② ϕ→<ϕ?>ϕ         据（1）  

③ (ϕ→<ϕ?>ϕ)→¬¬∀ϕ         

据 U1，Ad1 

④ ¬¬∀ϕ。         据②，③ 

（3）① ϕ→ϕ→ϕ         据 TA 

 ② ϕ→[ϕ?]ϕ         据 U0 

 ③ (ϕ→[ϕ?]ϕ)→¬¬∀ϕ         据 U1，Ad2 

 ④ ¬¬∀ϕ。        据②，③ 

（4）① Pαϕ→¬Pαϕ?→ϕ         据 TA 

 ② Pαϕ→[¬Pαϕ?]ϕ          据 U0 

 ③ (Pαϕ→[¬Pαϕ?]ϕ)→¬¬∀ϕ            据 U1，Ad10 

 ④ ¬¬∀ϕ。             据②，③ ┤ 

说明：据（2），NA3∀，NA4∀和 NA5∀都不是恰当刻画全称活动否定的系统。 

3.5.8 引理 NA1∀－NA2∀是协调的。 

证明：定义从当下模态语言到经典句子语言的 t-翻译如下： 

t(p)＝p， 对所有原子公式 p∈At； 

t(¬ϕ)＝¬t(ϕ)； t(ϕ∧ψ)＝t(ϕ)∧t(ψ)； 

t([a]ϕ)＝t(ϕ)， 对每一原子活动 a∈Act； 

t([ψ?]ϕ)＝t(ψ)→t(ϕ)， 对每一ψ?∈Act；  

t(¬∀ϕ)＝¬t(ϕ)。 

证 NA1∀协调：作为说明，这里只考虑 U1 的 t-翻译。据上面的定义，t(¬∀ϕ→(ϕ→[α]¬ϕ))

成为下列公式之一： 

¬t(ϕ)→t(ϕ)→¬t(ϕ)，    若α是原子活动； 

¬t(ϕ)→t(ϕ)→t(ψ)→¬t(ϕ)，  若α是形如ψ?的活动。 
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但这两个公式都是重言式。 

证 NA2∀协调：证明如上。┤ 

3.5.9 可靠性定理   

NA1∀和 NA2∀相对 Model(Act)是可靠的（注意 3.5.5 的（4）随¬αϕ的不同而不同）。 

证明：先证 U0 可靠： 

w∈[[ψ?]ϕ] ⇔ Rψ?(w)⊆[ϕ]                      据 3.5.5（3）（即 3.1.8（3）） 

⇔ {<u, u>∈W2：u∈[ψ]} (w)⊆[ϕ]      据 3.5.3（＃） 

⇔ w∈[ψ] ⇒ w∈[ϕ]            

 

⇔ w∈[ψ→ϕ]           据 3.1.9 

相对 Ad5 或 Ad6证明 U1 可靠：据 3.5.5（4）显然。 

相对 Ad5 或 Ad6证明 U2 可靠：任给 w∈W使得 w∈[¬¬∀ϕ]，据 3.5.5（4），存在α∈Act

使得 w∈[¬¬αϕ]，因此存在α∈Act使得 

w∈[ϕ∧<α>ϕ]， 相对 Ad5； 

w∈[ϕ∧[α]ϕ]， 相对 Ad6。 

因此我们总有 w∈[ϕ]。 

其他公理和规则的可靠性显然。┤ 

3.5.10 典范模型定义 定义 NA1∀（或 NA2∀）的典范模型〈W, R, [ ]〉如下： 

W＝{w：w 是 NA1∀（或 NA2∀）的极大一致集}。 

[p]＝|p|， 对每一 p∈At。 

R＝{Rα ：α∈Act}，其中 

Ra ＝{<w, u>∈W2：w－
[a]
⊆u}， 对每一 a∈Act0；

7 

Rψ?＝{<w, w>∈W2：w∈|ψ|}， 对每一ψ∈Form。┤ 

说明：易见〈W, R, [ ]〉是 Act 的模型。 

3.5.11 典范模型主引理 定义 NA1∀或 NA2∀的典范模型〈W, R, [ ]〉如上。则 

[α]ψ∈w ⇔ ∀u∈W(wRαu ⇒ ψ∈u)， 对每一 w∈W，ψ∈Form 和α∈Act。 

证明：只须证： 

（1）[a]ψ∈w ⇔ ∀u∈W(w Ra u ⇒ ψ∈u)， 且 

（2）[ψ?]ϕ∈w ⇔ ∀u∈W(w Rϕ?u ⇒ ψ∈u)。 

（1）的证明：“⇒”：显然。“⇐”：用 RKα如通常可证。 

（2）的证明：我们有 

  [ψ?]ϕ∈w ⇔ ψ→ϕ∈w         据 U0 

⇔ ψ∈w ⇒ ϕ∈w       据 3.1.14（1） 

⇔ ∀u∈W(w Rψ?u ⇒ ϕ∈u)。 据 Rψ?的定义 ┤ 

3.5.12 完全性定理  

NA1∀－NA2∀相对 Model(Act)是完全的（注意 3.5.5 的（4）随¬αϕ的不同而不同）。 

证明：（1）定义 NA1∀的典范模型〈W, R, [ ]〉如上，且令 w∈W。下证： 

① ¬∀ϕ∈w ⇔ ∀α∈Act (ϕ→[α]¬ϕ∈w)。 

“⇒”：据 U1 和 Ad5 显然。 “⇐”：设¬∀ϕ∉w。只须证 

② 存在α∈Act使得ϕ∧<α>ϕ∈w。 

因为¬∀ϕ∉w，所以¬¬∀ϕ∈w，据公理 U2，有ϕ∈w，所以ϕ∧(ϕ∧ϕ)∈w，据 3.5.7，有ϕ∧<ϕ?>ϕ∈w。

所以②成立。完全性定理的其余证明如通常。 

证明 NA2∀的完全性：定义 NA2∀的典范模型〈W, R, [ ]〉如上，且令 w∈W。下证： 

① ¬∀ϕ∈w ⇔ ∀α∈Act (ϕ→¬[α]ϕ∈w)。 

                                                        
7  其中 w－

[a]
＝{ψ：[a]ψ∈w}。 
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“⇒”：据 U1 和 Ad6 显然。 “⇐”：设¬∀ϕ∉w。只须证 

② 存在α∈Act使得ϕ∧[α]ϕ∈w。 

因为¬∀ϕ∉w，所以¬¬∀ϕ∈w，据公理 U2，有ϕ∈w，所以ϕ∧(¬ϕ→ϕ)∈w，据 U0，有ϕ∧[¬ϕ?]ϕ∈w。

所以②成立。┤ 

（2）刻画存在活动否定 

根据对称性，这里的内容与前一小节的内容大部分相同或相似，所以我们下面只提到不

同之处。为了比较，下面的标号也是前一小节标号的对偶。 

3.5.1D定义 ……③D 若ϕ, ψ∈Form，则¬ϕ, (ϕ∧ψ), ¬∃ϕ∈Form；…… 

¬∃称为存在活动否定算子。¬∃ϕ的直观意义是：存在活动α使¬αϕ，其中¬αϕ如下规定： 

3.5.2 D缩写定义  

（Ad1*）¬αϕ＝df ¬ϕ∧[α]ϕ。  （Ad3）¬αϕ＝df [α]¬ϕ。┤ 

3.5.3D－3.5.4D 与 3.5.3－3.5.4 相同。┤ 

3.5.5 D 

……（4D）w∈[¬∃ϕ] ⇔ ∃α∈Act(w∈[¬αϕ])。┤ 

3.5.6D定义 考虑下面公式： 

（U0）[ψ?]ϕ↔ψ→ϕ。 

（U3）¬αϕ→¬∃ϕ， 对每一α∈Act。 （其中¬αϕ取 3.5.2D的某个定义） 

（U4）¬∃ϕ→¬ϕ。 

系统 NA1∃＝df PDL0＋U0＋U3＋U4＋Ad1*。 

系统 NA2∃＝df PDL0＋U0＋U3＋Ad3。┤ 

3.5.7D引理 NA2∃有内定理¬∃ϕ，特别是¬∃
T和¬∃⊥。 

证明：① ¬ϕ→¬ϕ         据 TA 

② [¬ϕ?]¬ϕ         据 U0 

③ [¬ϕ?]¬ϕ→¬∃ϕ            据 U3，Ad3 

④ ¬∃ϕ。         据②，③ ┤ 

说明：据上一引理，NA2∃似乎不是恰当刻画存在活动否定的系统。 

3.5.8D引理 NA1∃是协调的。 

证明：定义 t-翻译如 3.5.8 的证明，除了用 t(¬∃ϕ)＝¬t(ϕ)替换 t(¬∀ϕ)＝¬t(ϕ)。 

作为说明，这里只考虑 U3 的 t-翻译。易见 t(¬ϕ∧[α]ϕ→¬∃ϕ)成为下列公式之一： 

¬t(ϕ)∧t(ϕ)→¬t(ϕ)，      若α是原子活动； 

¬t(ϕ)∧(t(ψ)→t(ϕ))→¬t(ϕ)， 若α是形如ψ?的活动。 

但这两个公式都是重言式。┤ 

3.5.9D可靠性定理 NA1∃相对 Model(Act)是可靠的（¬αϕ取¬ϕ∧[α]ϕ）。 

证明：U0 的可靠性如前证明。证明 U3 可靠：据 3.5.5 D的（4D）显然。 

证明 U4 可靠：任给 w∈W使得 w∈[¬∃ϕ]，据 3.5.5 D的（4D），存在α∈Act使得 w∈[¬αϕ]，

所以 w∈[¬ϕ∧[α]ϕ]，因此 w∈[¬ϕ]。其他公理和规则的可靠性显然。┤ 

3.5.10D－3.5.11D 类似 3.5.10－3.5.11。┤ 

3.5.12D完全性定理 NA1∃相对 Model(Act)是可靠且完全的（¬αϕ取¬ϕ∧[α]ϕ）。 

证明：定义 NA1∃的典范模型<W, R, [ ]>如前，且令 w∈W。下证： 

① ¬∃ϕ∈w ⇔ ∃α∈Act(¬ϕ∧[α]ϕ∈w)。 

“⇐”：设¬∃ϕ∉w。则¬¬∃ϕ∈w，要证：∀α∈Act (¬ϕ→¬[α]ϕ∈w)。据 U3 和 Ad1*显然。 

“⇒”：设¬∃ϕ∈w。只须证 

② 存在α∈Act使得¬ϕ∧[α]ϕ∈w。 

因为¬∃ϕ∈w，所以据 U4，有¬ϕ∈w，所以¬ϕ∧(ϕ→ϕ)∈w，再据 U0，有¬ϕ∧[ϕ?]ϕ∈w。所以

②成立。┤ 
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6.用活动否定另一个活动 

我们用形如¬αβ的公式直观表示：通过活动α否定活动β。这也是一种很自然的想法。 

下面我们列出几种刻画¬αβ的逻辑。 

第一种简单方案是用¬αβ缩写[α]¬<β>T，后者的直观意义是：活动α必使β不能做。故 

（Ad7）¬αβ＝df [α][β]⊥。 

据此思路的一个弱化形式是用¬αβ缩写<α>[β]⊥。后者的直观意义是：活动α有可能使β
不能做。所以（Ad8）¬αβ＝df <α>[β]⊥。我们还可以引入缩写定义 

（Ad9）¬αβ＝df <α>T∧[β]⊥。 

（Ad9）的直观意义较自然：做α能使β不能做。此定义要比（Ad7）或（Ad8）优越，因为

由它和 PC 可以推出¬¬αα：据 Ad9，有¬¬αα↔¬<α>T∨¬[α]⊥，所以有¬¬αα↔[α]⊥∨¬[α]⊥，
因此有¬¬αα。 

另一个我们认为有意思的方案是在简化了的逻辑 DA1 的基础上做工作（参见文献［8］）。

为此我们先给出公式的形成规则： 

3.6.1 定义 p⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐[α]ψ⏐Dα， 其中 p∈At，α, β∈Act。┤ 

说明：Dα的直观意义是：（某主体）做了活动α。这里的 Dα可以看作是文献［5］－［8］

中 Aα的退化。 

3.6.2 真值集定义 在真值集定义 3.1.8 中增加：（4）w∈[Dα] ⇔ ∃uRαw。┤ 

说明：（4）的右边是一个点框架条件，与具体赋值无关（参见文献［8］）。为了匹配点

框架有效性，我们也可以如下定义（许多文献也这样定义 8 ）框架有效性： 

任给框架 F＝〈W, R〉。称ϕ在 w 中有效，当且仅当，对 F 上任意指派[ ]，有 w∈[ϕ]。 

称ϕ在 F 中有效，当且仅当，对每一 w∈W，ϕ在 w 中有效。 

实际上，经典模态逻辑中也有点框架有效性。例如，在死点 w 上任给ϕ总有 w∈[□ϕ]。 

3.6.3 定义 系统 NAD 是在 PDL0 中增加下列公理和规则得到的系统： 

（D1）[α]Dα。    （RD）<α>Dα→[α]ϕ／Dα→ϕ。┤ 

说明：若考虑复合活动α∪β和α;β，且增加刻画这些活动的公理[α∪β]ϕ↔[α]ϕ∧[β]ϕ和
[α;β]ϕ↔[α][β]ϕ，则 D(α∪β)↔Dα∨Dβ和 D(α;β)→Dβ是 NAD 的内定理。  

  3.6.4 缩写定义  

（Ad10）¬αβ＝df [α]¬Dβ， 或（Ad11）¬αβ＝df <α>¬Dβ。┤ 

说明：Ad11 要比 Ad10优越，因为据后者，从上述系统我们可以推出¬¬αα。 

3.6.5 定理 NAD 相对 Frame（真值集定义相对 3.6.2）可靠。 

证明：任给框架 F＝〈W, R〉和 F 上赋值[ ]。 

验证公理 D1：假设[α]Dα在 M 中不有效，则存在 w∈W使得 w∉[[α]Dα]。据 3.1.8（3），

Rα(w) � [Dα]，所以存在 v∈W使得① wRαv，和② v∉[Dα]。据②和 3.6.2（4），我们有～

∃uRαv，矛盾于①。 

验证规则 R1：设[<α>Dα]⊆[[α]ϕ]。证：[Dα]⊆[ϕ]。任给 w∈[Dα]，据 3.6.2（4），有∃uRαw，

故据 w∈[Dα]，有 u∈[<α>Dα]，再据设定，有 u∈[[α] ϕ]，再据 uRαw，有 w∈[ϕ]。┤ 

3.6.6 典范框架主引理  如 3.1.17 定义<W, R>是 NAD 的典范框架，且令 w∈W。则 

Dα∈w ⇔ ∃uRαw。 

证明：“⇒”：设 Dα∈w。则 

① <α>Dα∈w＋
<α>

。 

先证：② w＋
<α>

是一致的。假设②不成立，则据①，易见存在<α>ϕ1, …, <α>ϕn∈w＋
<α>
使得 

  ⊢    <α>ϕ1∧…∧<α>ϕn→¬<α>Dα。  

                                                        
8  参见［7］的 124－125 页。 
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据 3.1.5（6），有⊢    <α>(ϕ1∧…∧ϕn)→¬<α>Dα。所以⊢    <α>Dα→[α]¬(ϕ1∧…∧ϕn)。据推理规

则 RD，有⊢    Dα→¬(ϕ1∧…∧ϕn)。所以 

③ ⊢    ϕ1∧…∧ϕn→¬Dα。 

因为<α>ϕ1, …, <α>ϕn∈w＋
<α>

，所以ϕ1, …, ϕn∈w，因此据③，有¬Dα∈w，矛盾于设定。所

以②成立。据②和 Lindenbaum-引理，∃u∈W(w＋
<α>

⊆u)，再据 3.1.16（2），有 

  ④ ∃u∈W(u－
[α]
⊆w)，  

因此∃uRαw。 

“⇐”：设 Dα∉w。只须证：～∃uRαw。假设∃uRαw，所以有④。因为 Dα∉w，所以据④，

有 Dα∉u－
[α]
，因此[α]Dα∉u。矛盾于公理[α]Dα属于 u。┤ 

如前易证典范模型基本定理，从而易证： 

3.6.7 定理 NAD 相对 Frame框架完全。┤ 

我们还可以如下考虑对¬αβ的解释： 

（1）w∈[¬αβ] ⇔ w∈[[α]Dβ ]， （其中β是β的逆活动 9） 

（2）w∈[¬αβ] ⇔ w∈[¬αDβ ]， （其中¬αϕ如前某个定义规定） 

（3）w∈[¬αβ] ⇔ w∈[Dα＞¬Dβ ]， （其中＞是条件句算子） 

（4）w∈[¬αβ] ⇔ w∈[Dα＞Dβ ]。 

（1）的直观意义是：做活动α必逆转活动β。例如，敌军从 A 点进攻到 B 点，我军的反

进攻迫使敌军从 B 点退回 A 点。 

对这些语义的进一步研究，我们将另外发表论文。 

四、对普遍活动可能性的刻画 

  在上面的研究中我们得到一个副产品。简介一下，也许读者有兴趣。   

4.1 定义 联立归纳定义所有公式的集合 Form 和所有活动的集合 Act 如下： 

① At⊆Form；     ② Act0⊆Act；   

③ 若ϕ, ψ∈Form，则¬ϕ, (ϕ∧ψ), <Act>ϕ∈Form； 

④ 若α∈Act 且ϕ∈Form，则[α]ϕ∈Form；   ⑤  若ϕ∈Form，则ϕ?∈Act。┤ 

  4.2 定义 类似 3.5.3。┤ 

4.3 真值集定义 类似 3.5.5，除了 

（4）w∈[<Act>ϕ] ⇔ ∀α∈Act(w∈[<α>ϕ])。┤ 

说明：据（4），<Act>算子刻画的是一种普遍活动可能性(universal action possibility)：做

任何活动都有可能使ϕ成立。 

4.4 定义 系统 UAP 定义为 PDL0 加下列公理： 

（U0） [ψ?]ϕ↔ψ→ϕ。 

（UA1）<Act>ϕ→<α>ϕ， ∀α∈Act。 

（UA2）¬<Act>ϕ→¬ϕ。┤ 

4.5 定义 定义[Act]ϕ＝df ¬<Act>¬ϕ。┤ 

4.6 引理 系统 UAP 有下列内定理： 

（1）ϕ→<Act>ϕ， ∀α∈Act。 

（2）[α]ϕ→[Act]ϕ， ∀α∈Act。 

（3）[Act]ϕ→ϕ， ∀α∈Act。 

（4）[α]ϕ→ϕ， ∀α∈Act。 

（5）<Act>ϕ↔<α>ϕ， ∃α∈Act。 

（6）[Act]ϕ↔[α]ϕ， ∃α∈Act。 

证明：逆否 UA2 有（1）。据 UA1，我们有（2）。据 UA2 有（3）。 

                                                        
9  关于逆活动的定义请见［1］的第 177 页。 
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据（2）和（3），有（4） 

证（5）：据 UA1，有<Act>ϕ→<α>ϕ。另一方面，据 U0，有<ϕ?>ϕ→ϕ∧ϕ，加之有ϕ∧ϕ→ϕ，
所以据（1），有<ϕ?>ϕ→<Act>ϕ。 

（6）据（5）易得。┤ 

说明：据（1），（2），（3）和 UA1，我们有序列： 

  [α]ϕ→[Act]ϕ→ϕ→<Act>ϕ→<α>ϕ， ∀α∈Act。 

这个序列说明，我们找到的[Act]ϕ和<Act>ϕ细化了原来的序列[α]ϕ→ϕ→<α>ϕ（当然这个序

列在语义上对应刻画活动的关系是自返的）。 

4.7 引理 UAP 是协调的。 

证明：定义 t-翻译如 3.5.8 的证明，除了用 t(<Act>ϕ)＝t(ϕ)替换 t(¬∀ϕ)＝¬t(ϕ)。 

作为说明，这里只考虑 UA1 的 t-翻译。易见 t(<Act>ϕ→<α>ϕ)成为下列公式之一： 

t(ϕ)→t(ϕ)，    若α是原子活动； 

t(ϕ)→t(ψ)→t(ϕ)，  若α是形如ψ?的活动。 

但这两个公式都是重言式。┤ 

4.8 定理 令 X 是 Model(Act)中所有自返模型构成的类：对每一 a∈Act0，Ra是 W 上自

返关系。（注意：据 3.5.3，每一形如 Rψ?的关系总是自返的。）则 UAP 相对 X 可靠且完全。 

证明：证明可靠性。任给 X 中模型〈W, R, [ ]〉。U0 的可靠性如前证明（参见 3.5.9）。 

证明 UA1 可靠：据 4.3（4）显然。 

证明UA2 可靠：任给w∈W使得 w∈[¬<Act>ϕ]，据 4.3（4），存在α∈Act使得 w∈[¬<α>ϕ]，

所以据自返性有 w∈[¬ϕ]。其他公理和规则的可靠性显然。 

证明完全性：定义 UAP 的典范模型〈W, R, [ ]〉如 3.5.10，且令 w∈W。下证： 

① <Act>ϕ∈w ⇔ ∀α∈Act(<α>ϕ∈w)。 

“⇒”：据公理<Act>ϕ→<α>ϕ显然。 

“⇐”：设<Act>ϕ∉w。则¬<Act>ϕ∈w，要证： 

② ∃α∈Act (¬<α>ϕ∈w)。 

因为¬<Act>ϕ∈w，所以据公理 UA2，有¬ϕ∈w，所以¬(ϕ∧ϕ)∈w，再据测试公理 U0，

有¬<ϕ?>ϕ∈w。所以②成立。据①易证典范模型基本定理，从而易证完全性定理。┤ 

五、知道活动弱优越关系 

李小五在其［6］提出 3 类逻辑：KA1，KA2 和 ACK。现在我们在 KA1 和 ACK 的基

础上提出 KA3，用于刻画知道弱优越关系。 

5.1 定义  p⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐Kϕ⏐[α]ϕ⏐Kα⏐Kαβ， 其中 p∈At，α, β∈Act。┤ 

5.2 定义 称〈W, RK, R〉是框架，当且仅当，W 是非空集，RK是 W 上的二元通达关系，

且 R＝{Rα：α∈Act}使得对每一α∈Act，Rα是 W 上的二元通达关系。 

称〈W, RK, R , [ ]〉是模型，当且仅当，〈W, RK, R〉是框架且[ ]是从 At 到 P(W)中的映射，其

中 P(W)是 W 的幂集。┤ 

5.3 定义 令〈W, RK, R〉是框架。任给 w∈W。 

（1）RK(w)＝df {u∈W：wRKu}，  （2）Rα(w)＝df {u∈W：wRαu}， ∀α∈Act。 

（3）任给集合 X，定义有界量词表达式如下： 

∀x∈Xϕ＝df ∀x(x∈X→ϕ)， ∃x∈Xϕ＝df ∃x(x∈X∧ϕ)。┤ 

5.4 真值集定义 令〈W, RK, R , [ ]〉是模型。定义ϕ相对〈W, RK, R , [ ]〉的真值集[ϕ]如下：  

（1）w∈[¬ϕ] ⇔ w∉[ϕ]，    （2）w∈[ϕ∧ψ] ⇔ w∈[ϕ]且 w∈[ψ]， 

（3）w∈[Kϕ] ⇔ RK(w)⊆[ϕ]，  （4）w∈[[α]ϕ] ⇔ Rα(w)⊆[ϕ]，  

（5）w∈[Kα] ⇔ ∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))，（点框架条件） 

（6）w∈[Kαβ] ⇔ ∀u∈RK(w)(Rα(u)⊆Rβ(u))。（点框架条件）┤ 
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说明：从（6）的语义可见，知道活动α弱优越活动β就是知道β产生的结果α都能产生。

例如，在某个状态下，我们知道走产生的结果跑都能产生：达到目的地、达到健身效果、……。

这也就是所谓弱优越（不劣于）称谓的来源。 

弱优越关系实际我们在［6］的 ACK 中已用α≥β表示。形如 Kαβ的公式也在那里给出，

只是在那里，我们把 Kαβ的直观意义笼统理解为：（主体）知道α和β有某种关联，Kαβ的形

式语义用邻域语义给出，没有很好揭示弱优越关系的基本性质。例如，自返和传递性。 

5.5 定义 称〈W, RK, R〉是 ka3-框架，当且仅当，下列框架条件成立：  

(ka1)  ∀u∈RK(w)( ∀v∈Rα(u)∀x∈RK(v)(RK(x)⊆Rα(x)) ⇒ ∀v∈RK(u)∀x∈RK(v)(RK(x)⊆Rα(x)) )  

⇒ ∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))。 

(ka3) ∀u∈RK(w)( ∀v∈Rβ(u)∀x∈RK(v)(Rα(x)⊆Rβ(x)) ⇒ ∀v∈Rα(u)∀x∈RK(v)(Rα(x)⊆Rβ(x)) ) 

⇒ ∀u∈RK(w)(Rα(u)⊆Rβ(u))。  

所有的 ka3-框架的类记作 Frame(ka3)。┤ 

说明：由于 5.4 的（5）和（6）都是点框架条件，所以上述条件可以简写为： 

(ka1) ∀u∈RK(w)( ∀v∈Rα(u)(v∈[Kα]) ⇒ ∀v∈RK(u)(v∈[Kα])) ⇒ w∈[Kα]， 

(ka3) ∀u∈RK(w)( ∀v∈Rβ(u)(v∈[Kαβ]) ⇒ ∀v∈Rα(u)(v∈[Kαβ]) )⇒ w∈[Kαβ]。 

甚至简写为： 

(ka1) ∀u∈RK(w)(u∈[[α]Kα] ⇒ u∈[KKα]) ⇒ w∈[Kα]， 

(ka3) ∀u∈RK(w)(u∈[[β]Kαβ]) ⇒ u∈[[α]Kαβ])⇒ w∈[Kαβ]。 

  上面两式提到的公式可以称为绝对赋值公式。相对这样的公式，我们还可以如通常定义

它们的布尔组合的绝对赋值（例如用上面两式的⇒直接定义→的绝对赋值），从而最终把上

面两式简化为下面的框架条件！ 

(ka1) w∈[K([α]Kα→KKα)→Kα]， (ka3) w∈[K([β]Kαβ→[α]Kαβ)→Kαβ]。 

当然，为了让读者看清内部细节，我们今后还是考虑 5.5 中的(ka1)和(ka3)。 

5.6 定义 知道活动系统 KA3 定义如下：对所有α, β∈Act 和ϕ, ψ∈Form， 

TA 和 MP 如前定义， 

（KK）    K(ϕ→ψ)→Kϕ→Kψ，    （Kα）    [α](ϕ→ψ)→[α]ϕ→[α]ψ， 

（KA1）   Kα→K([α]ϕ→Kϕ)，    （KA2）   K([α]Kα→KKα)→Kα， 

（KA3）   Kαβ→K([β]ϕ→[α]ϕ)，  （KA4）   K([β]Kαβ→[α]Kαβ)→Kαβ， 

（RNK）    ϕ／Kϕ，                （RNα）    ϕ／[α]ϕ。┤ 

注意：这里的 KA1 与［6］的 KA1 的公理 KA（即 Kα→[α]ϕ→Kϕ）不同。KA 是建模

者关于主体的认知规律（传统的 T 公理 Kϕ→ϕ也在此意义上理解），而 KA1 是主体自身的

认知规律，带有反思性。 

  令 S 是去掉KA3 中关于 Kαβ的两条公理 KA3 和 KA4 得到的系统。易见，S 是 KA1 的

一个变种。 

5.7 引理 下面是 KA3 的导出规则和内定理： 

（1）ϕ→ψ／Kϕ→Kψ，            

（2）ϕ→ψ／[α]ϕ→[α]ψ， 

（3）ϕ1∧…∧ϕn→ϕ／Kϕ1∧…∧Kϕn→Kϕ， （4）ϕ1∧…∧ϕn→ϕ／[α]ϕ1∧…∧[α]ϕn→[α]ϕ， 

（5）Kα↔K([α]Kα→KKα)，      （6）Kαβ↔K([β]Kαβ→[α]Kαβ)， 

（7）Kαα，                          （8）Kαβ∧Kβγ→Kαγ。 

证明：如通常可证（1）－（4）。据 KA1 和 KA2易得（5）。据 KA3 和 KA4易得（6）。

据 RNK和 KA4易得（7）。下证（8）： 

① ([β]Kαγ→[α]Kαγ)∧([γ]Kαγ→[β]Kαγ)→([γ]Kαγ→[α]Kαγ)   TA 

② K([β]Kαγ→[α]Kαγ)∧K([γ]Kαγ→[β]Kαγ)→K([γ]Kαγ→[α]Kαγ) ①，（3） 

③ Kαβ→K([β]Kαγ→[α]Kαγ)                 KA3 
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④ Kβγ→ K([γ]Kαγ→[β]Kαγ)                 KA3 

⑤ Kαβ∧Kβγ→K([γ]Kαγ→[α]Kαγ)               ③，④，② 

⑥ Kαβ∧Kβγ→Kαγ。                    ⑤，KA4 ┤ 

说明：从最后两个内定理可见，弱优越关系至少是自返和传递的。 

5.8 定理 KA3 相对 Frame(ka3)是可靠的。 

证明：任给 ka3-框架 F＝〈W, RK, R〉和 F 上赋值[ ]。 

公理 TA，KK和 Kα，规则 MP，RNK和 RNα的验证如通常。 

验证公理 KA1：任给 w∈[Kα]。据 5.4（5），有 

① ∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))。 

任给 u∈RK(w)，据①有 

② RK(u)⊆Rα(u)。 

任给公式ϕ，据②易证 u∈[[α]ϕ→Kϕ]，再据 u 的任意性和 5.4（3），有 w∈[K([α]ϕ→Kϕ)]。 

验证公理 KA2：任给 w∈[K([α]Kα→KKα)]。据 5.4（3），有 

① ∀u∈RK(w)(u∈[[α]Kα→KKα])。 

所以据 5.4（4），（3）和（5），有 

② ∀u∈RK(w)( ∀v∈Rα(u)∀x∈RK(v)(RK(x)⊆Rα(x)) ⇒ ∀v∈RK(u)∀x∈RK(v)(RK(x)⊆Rα(x)) )。 

据 5.5 的(ka1)，有∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))。再据 5.4（5），有 w∈[Kα]。 

验证公理 KA3：任给 w∈[Kαβ]。据 5.4（6），有 

① ∀u∈RK(w)(Rα(u)⊆Rβ(u))。 

任给 u∈RK(w)，据①有 

② Rα(u)⊆Rβ(u)。 

任给公式ϕ，据②易证 u∈[[β]ϕ→[α]ϕ]，再据 u 的任意性和 5.4（3），有 w∈[K([β]ϕ→[α]ϕ)]。 

验证公理 KA4：任给 w∈[K([β]Kαβ→[α]Kαβ)]。据 5.4（3），有 

① ∀u∈RK(w)(u∈[[β]Kαβ→[α]Kαβ])。 

所以据 5.4（4）和（6），有 

② ∀u∈RK(w)( ∀v∈Rβ(u)∀x∈RK(v)(Rα(x)⊆Rβ(x)) ⇒ ∀v∈Rα(u)∀x∈RK(v)(Rα(x)⊆Rβ(x)) )。 

据 5.5 的(ka3)，有∀u∈RK(w)(Rα(u)⊆Rβ(u))。再据 5.4（6），有 w∈[Kαβ]。┤ 

5.9 定义 定义 KA3 的典范模型<W, RK, R , [ ]>如下： 

W＝{w：w 是极大一致集}；  RK＝{<w, u>∈W2：w－K⊆u}； 

R＝{Rα：α∈Act}使得 Rα＝{<w, u>∈W2：w－
[α]
⊆u}， 对每一α∈Act； 且 

[p]＝|p|， 对每一原子公式 p∈At。 

<W, RK, R>称为 KA3 的典范框架。┤ 

5.10 典范框架主引理  令<W, RK, R>是 KA3 的典范框架且 w∈W。则 

（1）Kϕ∈w ⇔ ∀u∈W(wRKu ⇒ ϕ∈u)。  （2）[α]ϕ∈w ⇔ ∀u∈W(wRαu ⇒ ϕ∈u)。 

（3）Kα∈w ⇔ ∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))。 （4）Kαβ∈w ⇔ ∀u∈RK(w)(Rα(u)⊆Rβ(u))。 

证明：（1）和（2）如通常证明。证明（3）“⇒”：设 Kα∈w。据公理 KA1，有 

① K([α]ϕ→Kϕ)∈w， 对所有公式ϕ。 

要证：② ∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))。任给 u∈RK(w)，只须证 

③ RK(u)⊆Rα(u)。 

任给 v∈RK(u)，只须证 v∈Rα(u)，即要证④ u－
[α]
⊆v。任给ϕ∈u－

[α]
，最后只须证⑤ ϕ∈v。 

因为ϕ∈u－
[α]
，所以⑥ [α]ϕ∈u。因为 u∈RK(w)，所以据①和（1），有[α]ϕ→Kϕ∈u。再据⑥，

有 Kϕ∈u，因为 v∈RK(u)，所以 u－
K
⊆v，因此有⑤。 

“⇐”：设②成立。据公理 KA2，只须证： 

⑦ K([α]Kα→KKα)∈w。 
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任给 u∈RK(w)，据②，有③。为了证明⑦，据（1）和∀u∈RK(w)，只须证 

⑧ [α]Kα→KKα∈u。 

设⑨ [α]Kα∈u。最后只须证⑩ KKα∈u。任给 v∈RK(u)，据③，有 u－
[α]
⊆v。据⑨，有 Kα∈v。

再据∀v∈RK(u)和（1），易得⑩。 

（4）“⇒”：设 Kαβ∈w。据公理 KA3，有 

① K([β]ϕ→[α]ϕ)∈w， 对所有公式ϕ。 

要证② ∀u∈RK(w)(Rα(u)⊆Rβ(u))。任给 u∈RK(w)，只须证③ Rα(u)⊆Rβ(u)。任给 v∈Rα(u)，

只须证 v∈Rβ(u)，即要证④ u－
[β]
⊆v。任给ϕ∈u－

[β]
，最后只须证⑤ ϕ∈v。因为ϕ∈u－

[β]
，所

以⑥ [β]ϕ∈u。因为 u∈RK(w)，故据①和（1），有：[β]ϕ→[α]ϕ∈u。再据⑥，有[α]ϕ∈u，因

为 v∈Rα(u)，所以 u－
[α]
⊆v，因此有⑤。 

“⇐”：设②成立。据公理 KA4，只须证： 

⑦ K([β]Kαβ→[α]Kαβ)∈w。 

任给 u∈RK(w)，据②，有③。为了证明⑦，据（1）和∀u∈RK(w)，只须证 

⑧ [β]Kαβ→[α]Kαβ∈u。 

设⑨ [β]Kαβ∈u。最后只须证⑩ [α]Kαβ∈u。任给 v∈Rα(u)，据③，有 u－
[β]
⊆v。据⑨，有

Kαβ∈v。再据∀v∈Rα(u)和（2），易得⑩。┤ 

5.11 定理 KA3 相对 Frame(ka3)是完全的。 

证明：令 F＝<W, RK, R>是 KA3 的典范框架。下面验证 F满足 5.5给出的框架条件。 

验证(ka1)：任给 w∈W使得 

∀u∈RK(w)( ∀v∈Rα(u)∀x∈RK(v)(RK(x)⊆Rα(x)) ⇒ ∀v∈RK(u)∀x∈RK(v)(RK(x)⊆Rα(x)) )。 

据主引理 5.10（3），有 

∀u∈RK(w)( ∀v∈Rα(u)(Kα∈v) ⇒ ∀v∈RK(u)(Kα∈v) )。 

再据主引理（1）和（2），有∀u∈RK(w)([α]Kα∈u ⇒ KKα∈u)，故 

   ∀u∈RK(w)( [α]Kα→KKα∈u)， 

再据主引理（1），有 K([α]Kα→KKα)∈w，再据公理 AK1，有 Kα∈w。再据主引理（3），有 

∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))。 

验证(ka3)：任给 w∈W使得 

∀u∈RK(w)( ∀v∈Rβ(u)∀x∈RK(v)(Rα(x)⊆Rβ(x)) ⇒ ∀v∈Rα(u)∀x∈RK(v)(Rα(x)⊆Rβ(x)) )。 

据主引理（4），有∀u∈RK(w)( ∀v∈Rβ(u)(Kαβ∈v) ⇒ ∀v∈Rα(u)(Kαβ∈v) )。再据（2），有 

∀u∈RK(w)([β]Kαβ∈u ⇒ [α]Kαβ∈u)， 

因此∀u∈RK(w)([β]Kαβ→[α]Kαβ∈u)，再据（1），有 K[β]Kαβ→[α]Kαβ)∈w，再据公理 AK3，

有 Kαβ∈w。再据主引理（4），有∀u∈RK(w)(Rα(u)⊆Rβ(u))。完全性的其余的证明如通常。┤ 

从上面的结果看，KA1 和 KA3 是不要框架条件的，而 KA2 和 KA4 要（参见 5.5）。我

们看到，对应 KA2 和 KA4 的框架条件可不那么自然，为此我们可以去掉 KA2 和 KA4。记

这样得到的系统为 KA3M。当然，如果这样做，我们就没有了 5.7 的内定理（7）和（8）（这

是比较可惜的），而且 5.10 的（3）和（4）从右到左就不成立，所以，为了得到框架完全性

定理，我们要用［3］给出的拟赋值方法来处理。事实上，本文后面第 6－9 节就使用了这种

方法，虽然我们在那里处理的是其他逻辑，但我们很容易平行地移来处理 KA3M。 

根据上面的思路，对每一γ, α, β∈Act 我们还可以引入形如γαβ的公式，其真值集定义为： 

（7）w∈[γαβ] ⇔ ∀u∈Rγ(w)(Rα(u)⊆Rβ(u))。 

（7）的直观意义可以如上做相应的分析。有了形如γαβ的公式，我们还可以有形如 Kγαβ的
公式，其直观意义也是很自然的，因此也提高了语言的表达力。令 KA3B 是增加下列公理

给 KA3 得到的系统： 

（KA5）   γαβ→[γ]([β]ϕ→[α]ϕ)，  （KA6）   [γ]([β]γαβ→[α]γαβ)→γαβ。 
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因此我们有内定理 

  （9）γαα，           （10）ααα，     

（11）γαβ∧γβγ0→γαγ0，   （12）γαβ∧γβγ→γαγ。 

如 5.5那样增加相应的框架条件从而构成框架类 C，我们就能证明KA3B 相对 C 的框架可靠

性定理和框架完全性定理。 

六、知道主体 

我们在［5］提出一个知道主体的逻辑 KA。但我们在那里就指出，KA 有两个比较严重

的缺点，一是它有两条不自然的公理 A6 和 A7，二是对知道主体这个概念过分理想化： 

  “我知道你”，当且仅当，“我知道你做过的所有活动”。 

这样的“知道”具有“完全知道”即“完全了解”的含义，确实太强了。在日常生活中我们

很少使用这样强的知道主体概念。 

本节我们引入逻辑 KA0 来克服KA 的上述两个缺点。 

克服第一个缺点就是去掉KA 的两个不自然的公理 A6 和 A7，为此我们要根据［3］提

出的拟赋值方法。克服第二个缺点是引入相对某个领域的知道主体概念，以求更自然地描述

知道主体这个概念： 

“在某个领域我知道你”，当且仅当，“在此领域我知道你做过的所有活动”。 

例如，在学术交流领域我知道你，这意味我知道你在学术领域的所有作为（例如，我知道你

出版的成果、你开设的课程讲座、等等），这并不意味我还知道你的私生活和其他方面的活

动，甚至这并不意味我还知道你没有公开的学术活动，因为认知是一个主观概念。   

根据这种思想，我们可以细化［5］中的语义：首先把全体活动集 Act细化为 

    Act＝∪{Acti：i∈I}， 其中每一 Acti直观表示领域 i 的全部抽象活动。 

这样，我们可以在对象语言中引入形如 Ka，ib 的公式来表示“a 在领域 i 知道 b”。 

6.1.1 定义 （1）本节和下节我们用 Agent 表示有穷多个主体的集合。 

（2）用 Act＝∪{Acti：i∈I}表示可数无穷多个活动的集合。 

（3）用ϕ, ψ和θ（加或不加下标）表示公式，其形成规则如下： 

   p⏐aα⏐Ka，ib⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐[αa]ϕ⏐Kaϕ， 其中 p∈At，α∈Act，a, b∈Agent 且 i∈I。 

句符、形如 aα和 Ka，ib 的公式都称为原子公式，因为它们不能由更简单的公式构成；其

余的公式称为复合公式。 

（4）所有形如 Ka，ib 的集合记为 Ka，所有公式的集合记为 Form。┤ 

说明：aα的直观意义是： “主体 a做了活动α”（The agent a has executed an action α）。 

Ka，ib 的直观意义是： “主体 a 在领域 i 知道主体 b”。 

这样，Ka，ia 描述了“a 在领域 i 有自知之明”。 

[αa]ϕ的直观意义是：“‘a做了α后ϕ真’是必然的”（It is necessary that a after executing α, 

ϕ is true，见文献［1］第 166页），或者“a无论用什么方式做了α后都使ϕ成立”（ϕ holds after 

any a execution of action α）。 

Kaϕ的直观意义是： “主体 a 知道命题ϕ”。 

6.1.2 规定与缩写 （1）任给公式集 X，我们用∧X 和∨X分别表示把 X 中所有元素按

某个序合取和析取起来得到的公式。缩写定义：其中 G⊆ Agent， 

[α]ϕ＝∧{[αa]ϕ：a∈Agent}，  Gα＝∧{aα：a∈G}， 

Kab＝∧{Ka，ib：i∈I}， Ka，iG＝∧{Ka，ib：b∈G}， KaG＝∧{Kab：b∈G}。 

（2）如通常定义用公式ψ1,…, ψn分别齐一代入ϕ中句符 p1, … , pn得到的公式： 

ϕ(p1/ψ1,…, pn/ψn)。┤ 

说明：Gα的直观意义是： “群体 G做了集体活动α”。 

Kab 的直观意义是： “主体 a完全知道主体 b”，Kaa 描述了“a 有（完全的）自知之明”。 
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Ka，iG 的直观意义是： “主体 a 在领域 i 知道主体群 G”。 

KaG 的直观意义是： “主体 a完全知道主体群 G”。 

6.1.3 定义 知道主体的系统 KA0 定义如下：对α∈Act，ϕ, ψ∈Form，a, b∈Agent 和 i∈I， 

TA 和 MP 如前定义； 

（Kαa）   [αa](ϕ→ψ)→[αa]ϕ→[αa]ψ；  （Ka）     Ka(ϕ→ψ)→Kaϕ→Kaψ； 

（Ta）    Kaϕ→ϕ；          （A2）    [αa]aα；10 

（KAi）   Ka，ib→Ka(bα→Kabα)， ∀α∈Act i； 

（RNαa）   ϕ／[αa]ϕ；         （RNa）     ϕ／Kaϕ； 

（R1）  <αa>aα→[αa]ϕ／aα→ϕ。┤ 

说明：KAi 在［5］中对应（A5） Kab→(bα→Kabα)。A5 可以看作是建模者关于 Kab

的规律，而 KAi还可看作是主体 a 关于 Kab 的（反思）规律。 

6.1.4 定义  ⊢   ϕ，Th(KA0)和 ⊬  ϕ如前定义。┤ 

6.1.5 引理 下面是 KA0 的导出规则和内定理： 

（1）ϕ1∧…∧ϕn→ϕ／[αa]ϕ1∧…∧[αa]ϕn→[αa]ϕ； 

（2）ϕ／[α]ϕ；     （3）[α](ϕ→ψ)→[α]ϕ→[α]ψ； 

（4）ϕ1∧…∧ϕn→ϕ／Kaϕ1∧…∧Kaϕn→Kaϕ； 

（5）Gα→aα， 对每一 a∈G； 

（6）Agentα→Gα； 

（7）KaG→Kab， 对每一 b∈G； 

（8）KaAgent→KaG；  （9）Kab→Ka，ib。 

证明：据 Kαa和 RNαa易证（1）－（3）。据 Ka和 RNa易证（4）。据 6.1.2 的缩写定义易

证（5）－（9）。┤ 

说明：据（2）和（3），我们可以把[α]ϕ看作是经典动态逻辑 PDL 的[α]ϕ（参见［1］）。 

6.1.6 定义  （1）定义从 Form 到不含模态算子[αa]和 Ka以及形如 aα和 Ka，ib 的原子公

式的子语言 Form0⊆Form 的翻译映射 t 如下： 

t(p)，t(¬ϕ)和 t(ϕ∧ψ)如前定义；t(aα)＝t(Ka，ib)＝t( T )； t([αa]ϕ)＝t(Kaϕ)＝t(ϕ)。 

（2）对每一公式ϕ∈Form，我们称 t(ϕ)是ϕ的 t-翻译。┤ 

6.1.7 定理 KA0 能 t-退化为 PC0且是协调的。┤ 

6.2.1 定义 称 F＝〈W, R〉是框架，当且仅当，W 是非空集，R 是(Act×Agent)∪Agent 上

的映射使得对每一<α, a>∈Act×Agent，Rαa是 W 上的二元通达关系；对每一 a∈Agent，Ra是

W 上的二元的自返通达关系。本节把所有框架的类记作 Frame。┤ 

6.2.2 定义 令〈W, R〉是框架。任给 w∈W，a∈Agent 和α∈Act， 

Rαa(w)＝df {u∈W：wRαau}， Ra(w)＝df {u∈W：wRau}。┤ 

6.2.3 拟赋值定义 令 F＝〈W, R〉是框架，且令[ ]：Form→P(W)是映射。 

称[ ]为 F 上的拟赋值，当且仅当，对每一形如 aα的公式或复合公式ϕ，[ϕ]满足： 

（1）w∈[aα] ⇔ ∃uRαaw，11（点框架条件） 

（2）w∈[¬ϕ] ⇔ w∉[ϕ]，  （3）w∈[ϕ∧ψ] ⇔ w∈[ϕ]且 w∈[ψ]， 

（4）w∈[[αa]ϕ] ⇔ Rαa(w)⊆[ϕ]， （5）w∈[Kaϕ] ⇔ Ra(w)⊆[ϕ]。┤ 

注意：拟赋值对句符和形如 Ka，ib 的公式可以任意赋值。实际上，任何拟赋值都可以通

过对句符和形如 Ka，ib 的公式任意赋值以及遵从上述定义通过归纳构造得到。 

从拟赋值的定义易得： 

6.2.4 形如 1.2.5。┤ 

                                                        
10  A2 是在文献［1］提出的。 
11  ∃uRαaw 是对∃u(uRαaw)的缩写。下同。 
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6.2.5 引理  令 F＝<W, R>是框架，且令 f：At→P(W)和 g：Ka→P(W)是两个映射。则 F

上存在唯一的拟赋值[ ]，满足下列条件： 

（1）[p]＝f(p)， 对每一 p∈At； 

（2）[Ka，ib]＝g(Ka，ib)， 对每一 Ka，ib∈Ka。 

证明：递归定义 

[p]＝f(p)， 对每一 p∈At； 

[Ka，ib]＝g(Ka，ib)， 对每一 Ka，ib∈Ka； 

[aα]＝{w：∃uRαaw}； [¬ϕ]＝W－[ϕ]； [ϕ∧ψ]＝[ϕ]∩[ψ]；  

[[αa]ϕ]＝{w：Rαa(w)⊆[ϕ]}； [Kaϕ]＝{w：Ra(w)⊆[ϕ]}。 

易见[ ]是惟一满足上述条件（1）－（2）的拟赋值。┤ 

说明：据上一引理，只要给定了拟赋值在 At∪Ka 上的值，就唯一确定了这个拟赋值。 

6.2.6 引理  令[ ]是框架 F 上拟赋值，p1,…, pn是 n 个不同的句符，且令ϕ, ψ1,…, ψn是

公式。构造新的拟赋值[ ]0如下： 

[p1]0＝[ψ1]，…，[pn]0＝[ψn]， 

[θ]0＝[θ]，对其他原子公式θ， 

则   [ϕ]0＝[ϕ(p1/ψ1,…, pn/ψn)]。 

证明：归纳证明，详细证明可参见［2］中类似结果的证明。┤ 

对于框架来说，更重要的是赋值而不是拟赋值，所以下面我们来定义赋值。 

6.2.7 赋值定义  令 F＝<W, R>是框架，且令[ ]是 F 上的拟赋值。 

（1）称[ ]是 F 上的赋值，当且仅当，[ ]还满足下列条件：  

（＃）[Ka，ib]⊆[Ka(bα→Kabα)]， 对所有α∈Acti。 

（2）称 M＝<F, [ ]>是模型，当且仅当，[ ]是 F 上的赋值。┤ 

说明：上述（＃）的另一种表示是：[Ka，ib]⊆∩{[Ka(bα→Kabα)]：α∈Acti}。 

据上述（1），对原子公式 Ka，ib 的赋值(而不是拟赋值！)有一定的要求，它不能通过公

式的归纳构造由句符的指派得到，它的存在性需要证明： 

6.2.8 赋值存在定理  令 F＝<W, R>是框架，令 f：At→P(W)。则存在 F 上赋值[ ]使得 

[p]＝f (p)， 对每一 p∈At。 

证明：令 g：Ka→P(W)使得 

g(Ka，ib)＝{w：∀α∈Acti ∀u∈Ra(w)(∃u0Rαbu ⇒ ∀v∈Ra(u)(∃v0Rαbv))}。 

据引理 6.2.5，F 上存在唯一的拟赋值[ ]，满足下列条件： 

（1）[p]＝f(p)， 对每一 p∈At； 

（2）[Ka，ib]＝g(Ka，ib)， 对每一 Ka，ib∈Ka。 

下证[ ]是赋值，即证上一定义的（＃）成立：任给 w∈[Ka，ib]，据（2），w∈g(Ka，ib)，

因此 

∀u∈Ra(w)(∃u0Rαbu ⇒ ∀v∈Ra(u)(∃v0Rαbv))， 对所有α∈Acti。 

所以据 6.2.3（1），有 

∀u∈Ra(w)(u∈[bα] ⇒ ∀v∈Ra(u)(v∈[bα])， 对所有α∈Acti。 

所以  ∀u∈Ra(w)(u∈[bα→Kabα])， 对所有α∈Acti。 

因此  w∈[Ka(bα→Kabα)]， 对所有α∈Acti。┤ 

注意：这里的情况类似［3］对 3.6 的证明。在那个证明中，我们可以设 V(Eα)＝∅（正

像这里我们可以设[Ka，ib]＝g(Ka，ib)＝∅），从而大大节省证明的长度。那么，我们能否一开

始就规定 V(Eα)＝∅（正像这里我们一开始就规定[Ka，ib]＝g(Ka，ib)＝∅）。刘壮虎教授 2005

年 12月 12日给李小五的信答复如下： 

1、定理 3.6（指［3］中的 3.6。――笔者注）并不重要，仅仅证明有赋值存在，和整篇
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文章的证明无关。用退化的赋值也可以，极小系统是对所有赋值而言的。 

2、认知一个动作，不能假设非空。因为对某些动作可能空的。（例如，对经典动态逻辑

PDL中的 fail，我们有 Rfail＝R0?＝∅。――笔者注12。）就是按定理 3.6的构造，也不能保证

它非空。 

3、此结果仅仅是说明这极小系统可以扩充为退化（所有认知动作的命题都是空集）的

系统。 

6.2.9－6.2.10 类似 1.2.4 －1.2.5。┤ 

6.2.11 框架可靠性定理 KA0相对 Frame可靠。 

证明：任给框架 F＝〈W, R〉和 F上赋值[ ]。 

公理 Kαa，Ka和 Ta，规则MP，RNαa和 RNa的验证如通常。 

验证公理 TA：令ϕ＝ψ(p1/ψ1,…, pn/ψn)使得ψ是重言式。据 6.2.6，存在拟赋值[ ]0使得 

[ψ(p1/ψ1,…, pn/ψn)]＝[ψ]0。 

因为ψ是重言式，所以[ψ]0＝W，从而[ψ(ψ1/p1,…, ψn/pn)]＝W。 

验证公理 A2：假设[αa]aα在M中不有效，则存在 w∈W使得 w∉[[αa]aα]。据 6.2.3（4）， 

Rαa(w) � [aα]，所以存在 v∈W使得① wRαav，和② v∉[aα]。据②和 6.2.3（1），我们有～

∃uRαav，矛盾于①。 

验证公理 KAi：任给α∈Acti，据 6.2.7 的（＃），易见[Ka，ib→Ka(bα→Kabα)]＝W。 

验证规则 R1：设① [<αa>aα]⊆[[αa]ϕ]。只须证：[aα]⊆[ϕ]。任给 w∈[aα]。据 6.2.3（1），

有∃uRαaw。故据 w∈[aα]，有 u∈[<αa>aα]。再据①，有 u∈[[αa] ϕ]。据 uRαaw，有 w∈[ϕ]。┤ 

6.3.1－6.3.5 类似 1.3.1―1.3.5。┤ 

6.3.6 定义 令 w 是公式集。 w－
[αa]

＝df {ϕ：[αa]ϕ∈w}，   w－
Ka＝df {ϕ：Kaϕ∈w}。┤ 

6.3.7 引理 令 W 是所有极大一致集的集合，令 w∈W。则 

（1）[αa]ϕ∈w ⇔ ∀u∈W(w－
[αa]

⊆u ⇒ ϕ∈u)。 

（2）Kaϕ∈w ⇔ ∀u∈W(w－
Ka ⊆u ⇒ ϕ∈u)。 

（3）aα∈w ⇔ ∃u∈W(u－
[αa]

⊆w)。 

证明：（1）“⇒”：设[αa]ϕ∈w。任给 u∈W使得 w－
[αa]

⊆u。因为[αa]ϕ∈w，所以ϕ∈u。 

“⇐”：设① 任给 u∈W，若 w－
[αa]

⊆u，则ϕ∈u。 

这意味ϕ属于每一以 w－
[αa]

为子集的极大一致集。据 6.3.3，存在ϕ1,…, ϕn∈w－
[αa]
使得 

② ⊢   ϕ1∧…∧ϕn→ϕ。 

据 6.1.5（1），我们有 

③ ⊢   [αa]ϕ1∧…∧[αa]ϕn→[αa]ϕ。  

因为ϕ1,…, ϕn∈w－
[αa]

，所以[αa]ϕ1,…, [αa]ϕn∈w，所以据③和 6.3.3，有[αa]ϕ∈w。 

（2）的证明类似（1）的证明，只是用到 6.1.5（4）而不是 6.1.5（1）。 

（3）“⇒”：设 aα∈w。则 

                                                        
12  参见［1］第 169 页。 
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① <αa>aα∈w＋
<αa>。 

先证：② w＋
<αa>是一致的。假设②不成立，则据①，存在<αa>ϕ1, …, <αa>ϕn∈w＋

<αa>使得 

 ⊢    <αa>ϕ1∧…∧<αa>ϕn→¬<αa>aα。  

再据 6.1.5（1），易证⊢    <αa>(ϕ1∧…∧ϕn)→¬<αa>aα。所以⊢    <αa>aα→[αa]¬(ϕ1∧…∧ϕn)。 

据 6.1.3 的 R1，有⊢    aα→¬(ϕ1∧…∧ϕn)，故⊢    ϕ1∧…∧ϕn→¬aα。因为ϕ1, …, ϕn∈w，故¬aα∈w，

矛盾于设定。所以②成立。据②和 Lindenbaum-引理，∃u∈W(w＋
<αa>⊆u)，再据 3.1.16（2），  

③ ∃u∈W(u－
[αa]

⊆w)。 

“⇐”：设 aα∉w。只须证③不成立。假设③成立。因为 aα∉w，所以据③，aα∉u－
[αa]

，

因此[αa]aα∉u。矛盾于公理[αa]aα属于 u。┤ 

6.3.8定义  定义 KA0 的典范框架 F＝<W, R>如下： 

（1）W＝{w：w 是极大一致集}， 

（2）R＝{Rαa：<α, a>∈Act×Agent}∪{Ra：a∈Agent}，使得 

Rαa＝{<w, u>∈W2：w－
[αa]

⊆u}， 对每一<α, a>∈Act×Agent； 

Ra＝{<w, u>∈W2：w－
Ka ⊆u}， 对每一 a∈Agent。┤ 

6.3.9定理   

令 F＝<W, R>是典范框架，且令[ ]：Form→P(W)使得[ϕ]＝|ϕ|。则[ ]是 F 上的赋值。 

证明：先证[ ]是拟赋值。首先，我们有 

（1）w∈[aα] ⇔ w∈|aα|               据设定 

⇔ aα∈w            

    据 6.3.4 

⇔ ∃u∈W(u－
[αa]

⊆w)      据 6.3.7（3） 

⇔ ∃uRαaw。        据上一定义 

据设定和 6.3.5，易见 

（2）[¬ϕ]＝|¬ϕ|＝W－|ϕ|＝W－[ϕ]。 

（3）[ϕ∧ψ]＝|ϕ∧ψ|＝|ϕ|∩|ψ|＝[ϕ]∩[ψ]。 

此外我们还有 

（4）w∈[[αa]ϕ] ⇔ w∈|[αa]ϕ|                    据设定 

⇔ [αa]ϕ∈w                     据 6.3.4 

⇔ ∀u∈W(w－
[αa]

⊆u ⇒ ϕ∈u)       据 6.3.7（1） 

⇔ ∀u∈W(wRαau ⇒ u∈|ϕ|)         据上一定义和 6.3.4 

⇔ ∀u∈W(wRαau ⇒ u∈[ϕ])         据设定 

⇔ Rαa(w)⊆[ϕ]。         据 6.2.3（4） 

（5） 

w∈[Kaϕ] ⇔ w∈|Kaϕ|                    据设定 

         ⇔ Kaϕ∈w                     据 6.3.4 

⇔ ∀u∈W(w－
Ka

 ⊆u ⇒ ϕ∈u)     据 6.3.7（2） 

            ⇔ ∀u∈W(wRau ⇒ u∈|ϕ|)        据上一定义和 6.3.4 
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⇔ ∀u∈W(wRau ⇒ u∈[ϕ])      据设定        

⇔ Ra(w)⊆[ϕ]。                据 6.2.3（5） 

最后我们来证[ ]是赋值。据公理 KAi，我们有 

⊢  Ka，ib→Ka(bα→Kabα)， 对所有α∈Acti。 

所以据 6.3.5，对所有α∈Acti，有|Ka，ib|⊆|Kabα|。 

再据设定，对所有α∈Acti，有[Ka，ib]⊆[Kabα]。┤ 

典范框架和以上赋值（这个赋值可以称为典范赋值）构成典范模型。 

6.3.10 定义  令 F＝<W, R>是典范框架。称 M ＝ < F, [ ] >是典范模型，当且仅当， 

[ ]：Form→ P(W)使得[ϕ]＝|ϕ|。┤ 

6.3.11 完全性定理 KA0 相对 Frame完全。 

证明：我们只须证：（%）若 ⊬  ϕ，则存在框架 F使得 F  ⊭ ϕ。设 ⊬  ϕ。据 6.3.3，存在

极大一致集 u使得ϕ∉u，所以 u∉|ϕ|，因此|ϕ|≠{w：w 是极大一致集}。令 M＝<W, R, [ ]>是

KA0 的典范模型，则[ϕ]＝|ϕ|≠W，所以 M  ⊭
  

ϕ，因此<W, R>   ⊭ ϕ。┤ 

在结束本节时我们补充几句题外话。 

（1）我们还可以直接引入公式 Ka，i1,…imb 来直观表示“a 在若干个领域 i1,…, im 知道 b”，

从而把 6.2.7（＃）概括为： 

（＃*）[Ka，i1,…imb]⊆[Ka(bα→Kabα)]， ∀α∈ Act i1∪…∪Act im，其中 i1,…, im∈I。 

但 AK0也有这样的表达力：Ka，i1,…imb↔Ka，i1b∧…∧Ka，imb 

（2）我们还可以弱化相对领域的知道主体概念： 

“在某个领域我知道你”，当且仅当，“在此领域我知道你做过某个活动”。 

这样 6.2.7（＃）就改成 

（＃**） [Ka，ib]⊆[Ka(bα→Kabα)]， 存在α∈Acti。 

弱化的知道主体概念也许更接近日常生活中我们使用的概念。 

用上面的方法，我们不难建立刻画弱化知道主体概念的逻辑。 

（3）若像［1］那样考虑复合活动α;β和α∪β，那么我们有下列有效式： 

aα∧aβ→a(α;β)， a(α∪β)↔aα∨aβ。 

因此把这些公式作为公理加入 KA0 并相应地定义框架上的关系代数运算，我们能得到表达

力更丰富的逻辑。 

七、相信主体 

我们通常说：“我相信你”。自然语言表述这句话有许多意思。我们取下面一种： 

  “我相信你”，当且仅当，“我相信你说的每一句话”。 

本节我们引入逻辑 BA0 来描述这种意思下的相信主体概念的逻辑特征。 

7.1.1 公式的形成规则： p⏐Bab⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐KSabϕ⏐Baϕ， 其中 p∈At，a, b∈Agent。 

句符和形如 Bab 的公式都称为原子公式。所有形如 Bab 的集合记为 Ba。┤ 

说明：Bab 的直观意义是： “主体 a 相信 b”。KSabϕ的直观意义是： “主体 a 知道 b

说了ϕ”。Baϕ的直观意义是： “主体 a 相信ϕ”。 

7.1.2 规定 联结符的结合力从左到右依次减弱：¬，KSab，Ba，∧，∨，→，↔。┤ 

7.1.3 定义 

系统 BA0 定义如下：对ϕ, ψ∈Form，a, b∈Agent，O∈{KSab：a, b∈Agent}∪{Ba：a∈Agent}， 

TA 和 MP 如前定义， 

（CO）  Oϕ∧Oψ→O(ϕ∧ψ)，  （NBa）  BaT，   （DBa） ¬Ba⊥， 

（Bab）  Bab→KSabϕ→Baϕ，  （RMO）    ϕ→ψ／Oϕ→Oψ。┤ 

说明：Bab的直观意义是：若 a 相信 b，则 a 相信 b 说的每一句话。 
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7.1.4 定义 形如 1.1.4。┤ 

7.1.5 引理 下面的系统与 BA0 等价： TA 和 MP 如前定义， 

（RO）  Oϕ∧Oψ↔O(ϕ∧ψ)， （NBa）  BaT， （DBa） ¬Ba⊥， 

（Bab）   Bab→KSabϕ→Baϕ， （REO）       

ϕ↔ψ／Oϕ↔Oψ。┤ 

证明：据 RMO易证 REO和 O(ϕ∧ψ)→Oϕ∧Oψ，所以从 BA0易得上述系统。 

另一方面，设ϕ→ψ。据 TA 和 MP，有ϕ↔ψ∧ϕ。再据 REO得 Oϕ↔O(ϕ∧ψ)。再据 RO有      

Oϕ↔Oϕ∧Oψ，从而据 TA 和 MP 有 Oϕ→Oψ。所以从上述系统得 BA0。┤ 

说明：从直观意义上说，这里表述的系统要比 BA0 自然。 

7.1.6 定义  定义从 Form 到经典语言 Form0⊆Form 的翻译映射 t 如下： 

t(p)，t(¬ϕ)和 t(ϕ∧ψ)如前定义； t(Bab)＝t( T )； 

t(Oϕ)＝t(ϕ)， 其中 O∈{KSab：a, b∈Agent}∪{Ba：a∈Agent}。┤ 

7.1.7 定理 BA0 能 t-退化为 PC0且是协调的。┤ 

7.2.1 定义 称 N 是 W 上的邻域映射，当且仅当，N：W→ P(P(W))。┤ 

7.2.2 定义 称 F＝〈W, O 〉是框架，记作 F∈Frame，当且仅当，W 是非空集，O＝{KSab：

a, b∈Agent}∪{Ba：a∈Agent}使得其中每一 KSab和 Ba是 W 上的邻域映射且满足下列条件： 

① X, Y∈O(w) ⇒ X∩Y∈O(w)， 其中 O∈O； 

② W∈Ba(w)；  ③ ∅∉Ba(w)；  ④ X∈O(w)且 X⊆Y ⇒ Y∈O(w)。┤ 

说明：KSab(w)的直观意义是：KSab(w)包含 a 在 w 中知道 b 说过的话。 

Ba(w)的直观意义是：Ba(w)包含 a 在 w 中相信的命题。 

7.2.3 拟赋值定义 令 F＝〈W, O 〉是框架，且令[ ]：Form→P(W)是映射。 

称[ ]为 F 上的拟赋值，当且仅当，对每一复合公式ϕ，[ϕ]满足下列条件： 

（1）w∈[¬ϕ] ⇔ w∉[ϕ]，     （2）w∈[ϕ∧ψ] ⇔ w∈[ϕ]且 w∈[ψ]， 

（3）w∈[KSabϕ] ⇔ [ϕ]∈KSab(w)， （4）w∈[Baϕ] ⇔ [ϕ]∈Ba(w)。┤ 

7.2.4 引理 形如 1.2.4。┤ 

7.2.5 引理  令 F＝〈W, O 〉是框架，且令 f：At→P(W)和 g：Ba→P(W)。则 F 上存在唯一

的拟赋值[ ]，满足下列条件： 

（1）[p]＝f(p)， 对每一 p∈At； 

（2）[Bab]＝g(Bab)， 对每一 Bab∈Ba。 

证明：递归定义 

[p]＝f(p)， 对每一 p∈At； 

[Bab]＝g(Bab)， 对每一 Bab∈Ba； 

[¬ϕ]＝W－[ϕ]；        [ϕ∧ψ]＝[ϕ]∩[ψ]；   

[KSabϕ]＝{w：[ϕ]∈KSab(w)}；  [Baϕ]＝{w：[ϕ]∈Ba(w)}。 

易见[ ]是惟一满足上述条件（1）－（2）的拟赋值。┤ 

7.2.6 引理  形如 1.2.6。┤ 

7.2.7 赋值定义  令 F＝〈W, O 〉是框架，且令[ ]是 F 上的拟赋值。 

（1）称[ ]是 F 上的赋值，当且仅当，[ ]还满足下列条件：  

（＃）[Bab]⊆[KSabϕ→Baϕ]， 对所有ϕ∈Form。 

（2）称 M＝<F, [ ]>是模型，当且仅当，[ ]是 F 上的赋值。┤ 

7.2.8 赋值存在定理  令 F＝〈W, O 〉是框架，且令 f：At→P(W)。则存在 F 上赋值[ ]使得 

[p]＝f (p)， 对每一 p∈At。 

证明：令 g：Ba→P(W)使得 g(Bab)＝{w：KSab(w)⊆Ba(w)}。 

据引理 7.2.5，F 上存在唯一的拟赋值[ ]，满足下列条件： 

（1）[p]＝f(p)， 对每一 p∈At； 
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（2）[Bab]＝g(Bab)， 对每一 Bab∈Ba。 

下证[ ]是赋值，即证明上一定义的（＃）成立：任给 w∈[Bab]，据（2），w∈g(Bab)，故 

KSab(w)⊆Ba(w)。 

所以有对所有ϕ∈Form，有[ϕ]∈KSab(w) ⇒ [ϕ]∈Ba(w)。因此据 7.2.3（3）和（4），对所有ϕ∈Form，

易见 w∈[KSabϕ→Baϕ]。┤ 

7.2.9－7.2.10 定义 形如 1.2.9－1.2.10。┤ 

7.2.11 框架可靠性定理 BA0 相对框架类 Frame 是可靠的。 

证明：任给框架 F＝〈W, O 〉和 F 上赋值[ ]。验证公理 CO：任给 w∈[Oϕ∧Oψ]，其中 

O∈{KSab：a, b∈Agent}∪{Ba：a∈Agent}。 

据 7.2.3（2）和（4），有[ϕ]∈O(w)和[ψ]∈O(w)，再据 7.2.2 的①和 7.2.4（1），有[ϕ∧ψ]∈O(w)， 

再据 7.2.3（3）和（4），有 w∈[O(ϕ∧ψ)]。 

验证公理 NBa：任给 w∈W，据 7.2.2 的②，有 W∈Ba(w)，再据 7.2.4，有[ T ]＝W，所以

[ T ]∈Ba(w)。再据 7.2.3（4），有 w∈[BaT ]。 

验证公理 DBa：任给 w∈W，据 7.2.2 的③，有∅∉Ba(w)，再据 7.2.4，有[ ⊥ ]＝∅，所以

[ T ]∉Ba(w)。再据 7.2.3（1）和（4），有 w∈[¬Ba⊥ ]。 

验证公理 Bab：据赋值定义 7.2.7 的（＃）和 7.2.4，有[Bab→KSabϕ→Baϕ]＝W。 

验证规则 RMO：设[ϕ→ψ]＝W。据 7.2.4（3），有[ϕ]⊆[ψ]。只须证：[Oϕ]⊆[Oψ]。任给

w∈[Oϕ]，有[ϕ]∈O(w)，据[ϕ]⊆[ψ]和 7.2.2 的④，有[ψ]∈O(w)，所以 w∈[Oψ]。┤ 

7.3.1－7.3.5 形如 1.3.1－1.3.5。┤ 

7.3.6 引理 令 W 如上规定，令 O：W→P(P(W))使得 

O(w)＝{X：存在 Oϕ∈w使得|ϕ|⊆X}， 其中 O∈{KSab：a, b∈Agent}∪{Ba：a∈Agent}。 

任给 w∈W，有 

① X, Y∈O(w) ⇒ X∩Y∈O(w)， 
 

② W∈Ba(w)，  

③ ∅∉Ba(w)，         ④ X∈O(w)且 X⊆Y ⇒ Y∈O(w)。 

证明：验证①：设 X, Y∈O(w)。则存在 Oϕ, Oψ∈w使得|ϕ|⊆X 且|ψ| ⊆Y。据公理 CO，有

⊢   Oϕ∧Oψ→O(ϕ∧ψ)，所以据 7.3.3，有 O(ϕ∧ψ)∈w。另一方面，据 7.3.5，我们有|ϕ∧ψ|＝

|ϕ|∩|ψ|⊆X∩Y，因此 X∩Y∈N(w)。 

验证②：据公理 NBa，有 BaT∈w。另一方面，据 7.3.5，有| T 

| ⊆W，因此 W∈Ba(w)。 

验证③：反证。假设∅∈Ba(w)。则存在 Baϕ∈w使得|ϕ|⊆∅。据 7.3.5，有| ⊥ |＝∅，所以|ϕ|⊆| 
⊥ |，再据 7.3.5，有⊢      ϕ→⊥。再据规则 RMO，有⊢     Baϕ→Ba⊥。因为 Baϕ∈w，故 Ba⊥∈w。但

另一方面，据公理 DBa，有¬Ba⊥∈w，矛盾于 w 的极大一致性。 

验证④： 设 X∈O(w)且 X⊆Y。据前者，存在 Oϕ∈w使得|ϕ|⊆X。再据后者，存在 Oϕ∈w

使得|ϕ|⊆Y，因此 Y∈O(w)。┤ 

7.3.7引理 令 W 和 O 如上规定。则对任意 w∈W 和公式ϕ，有 Oϕ∈w ⇔ |ϕ|∈O(w)。 

证明：“⇐”：设 Oϕ∈w。因为|ϕ|⊆|ϕ|，所以据 O(w)的构造，有|ϕ|∈O(w)。 

“⇒”：设|ϕ|∈O(w)。因为等价类的代表元不是惟一的，所以存在 Oϕ0∈w使得|ϕ0|⊆|ϕ|。 

据|ϕ0|⊆|ϕ|和 7.3.5，有⊢      ϕ0→ϕ。再据 RMO，有⊢     Oϕ0→Oϕ。再据 Oϕ0∈w，有 Oϕ∈w。┤ 

由上一引理，我们可以定义典范框架如下： 

7.3.8定义  定义 BA0 的典范框架 F＝〈W, O 〉 如下：W＝{w：w 是极大一致集}，对每

一 a, b∈Agent，定义 KSab：W→P(P(W))使得 KSab(w)＝{X：存在 KSabϕ∈w使得|ϕ|⊆X}。对

每一 a∈Agent，定义 Ba：W→P(P(W))使得 Ba(w)＝{X：存在 Baϕ∈w使得|ϕ|⊆X}。 

最后定义 O＝{KSab：a, b∈Agent}∪{Ba：a∈Agent}。┤ 

7.3.9定理   

令 F＝<W, O >是典范框架，且令[ ]：Form→P(W)使得[ϕ]＝|ϕ|。则[ ]是 F 上赋值。 
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证明：先证[ ]是拟赋值。据设定和 7.3.5，易见 

（1）[¬ϕ]＝|¬ϕ|＝W－|ϕ|＝W－[ϕ]。 

（2）[ϕ∧ψ]＝|ϕ∧ψ|＝|ϕ|∩|ψ|＝[ϕ]∩[ψ]。 

此外，我们还有 

（3）w∈[KSabϕ] ⇔ w∈|KSabϕ|         据设定 

 ⇔ KSabϕ∈w          据 7.3.4 

 ⇔ |ϕ|∈KSab(w)         据 7.3.7 

   ⇔ [ϕ]∈KSab(w)。      据设定 

（4）w∈[Baϕ] ⇔ w∈|Baϕ|            据设定 

 ⇔ Baϕ∈w            据 7.3.4 

 ⇔ |ϕ|∈Ba(w)              据 7.3.7 

 ⇔ [ϕ]∈Ba(w)。         据设定 

最后我们来证[ ]是赋值。据公理 Bab，对所有ϕ∈Form，有⊢  Bab→KSabϕ→Baϕ。所以据

7.3.5，对所有ϕ∈Form，有|Bab|⊆|KSabϕ→Baϕ|。再据设定，有 

[Bab]⊆[KSabϕ→Baϕ]， 对所有ϕ∈Form。┤ 

7.3.10 定义  令 F＝<W, O >是典范框架。称 M ＝ < F, [ ] >是典范模型，当且仅当， 

[ ]：Form→ P(W)使得[ϕ]＝|ϕ|。┤ 

7.3.11 完全性定理 BA0 相对框架类 Frame 是完全的。 

证明：类似 6.3.11 的证明，只是把其中的 R换成 O 且把 KA0换成 BA0。┤ 

在结束本节时我们再说几句题外话。 

（1）我们可以把算子 KSab拆成两个算子 Ka和 Sb，使得 Kaϕ和 Sbϕ的直观意义分别是“a

知道ϕ”和“b 说了ϕ”。因此 7.2.7 的（＃）可以改成 

[Bab]⊆[KaSbϕ→Baϕ]， 对所有ϕ∈Form， 或 

[Bab]⊆[Ka(Sbϕ→Baϕ)]， 对所有ϕ∈Form。 

相应地我们可以引入邻域语义或关系语义来匹配。 

（2）我们还可以像第 6 节那样引入相对某个领域的相信主体概念，或者弱化相对领域

的相信主体概念： 

“在某个领域我相信你”，当且仅当，“在此领域我相信你说的每一句话”。 

“在某个领域我相信你”，当且仅当，“在此领域我相信你说的某一句话”。 

（3）我们看到，与 KA0 不同的是，BA0 并没有涉及活动。实际上，我们在日常生活

中也取下面的意思： 

“在某个领域我相信你”，当且仅当，“在此领域我相信你做过的事是对的”。 

从形式上的，这种表达式与第 6 节开头的表达式有类似之处，但我们认为也有区别。下

一步，我们要研究这种区别。 

八、知道个体 

我们已经有了知道句子（知道命题）的逻辑――经典认知逻辑，进而可以把它自然地推

广到知道公式（例如一阶公式或一阶模态公式）的逻辑。我们也初步建立了认知活动的逻辑

（参见上面第 5 节和文献［3］和［6］）和认知主体的逻辑（参见上面两节和文献［5］）。 

这里我们要建立认知个体的逻辑。因为活动和主体都可以看作是某类个体，所以如果建

立了认知个体的逻辑，我们就有更加一般的认知逻辑，从而扩大了对认知对象的逻辑刻画。 

我们经常说：“我知道珠穆朗玛峰（Everest）”。这句话是什么意思？首先，珠穆朗玛峰

应该是我们说话时约定的个体域中的一个个体。我知道珠穆朗玛峰，通常的含义是：我知道

它有什么性质（例如，它是世界最高的山峰）或者知道它与其他个体有什么联系（例如，它

与喜马拉雅山其他山峰的关系，从而确定它的地理位置）。在理想状态下，我知道一个个体
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意味我知道它的所有性质以及它与当前个体域中其他个体的所有联系。所以，这样的“我知

道珠穆朗玛峰”有“我（相对当前论域）完全了解珠穆朗玛峰”的含义，因此，这样的知道

概念应该在全知意义上理解。 

为了简洁，这里我们考虑单主体逻辑，但所得结果很容易概括到多主体逻辑。 

1.句子逻辑 KI1 

这里我们在句子逻辑中做工作。这样处理会大大简化工作，但同时也减少不少逻辑韵味。 

8.1.1 定义 令 Con＝df {cn：1≤ n<ω}是个体常元的集合；令 Pre＝df {P 
j       

k：1≤ k, j<ω}是
谓词符号的集合，其中ω表示全体自然数的集合，且 P 

j       
k表示第 k 个 j 元谓词符号。 

公式的形成规则如下： 

   Pc1…cn⏐Kc⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐Kϕ， 对所有 n 元 P∈Pre，c, c1,…, cn∈Con。 

所有形如 Pc1…cn的公式的集合记为 PF，所有形如 Kc 的公式的集合记为 KIF，所有公

式的集合记为 Form。 

形如 Pc1…cn和 Kc 的公式都称为原子公式，其余的公式称为复合公式。┤ 

说明：Pc1的直观意义是：c1有性质 P。当 n>1时，Pc1…cn的直观意义是：c1,…, cn有联

系（关系）P。Kc 的直观意义是： “（某主体）知道个体 c”。 

8.1.2 规定与缩写 （1）T定义为 P1
1
c1∨¬ P 1

1
c1，⊥ 定义为¬T。 

（2）任给 c∈Con，任给 n+1 元谓词符号 P使得 n≥0，如下定义句子： 
θ(c, P)＝df Pcc1…cn→KPcc1…cn，使得，若 n＝0（即 P 是一元谓词符号），则 
θ(c, P)＝df Pc→KPc。┤ 

说明：根据我们上面的直观想法，我们应该更一般地把θ(c, P)定义为 

（*）Pc1…ck-1cck+1…cn→KPc1…ck-1cck+1…cn。 

但为了简单，我们还是用上述定义中的记法，读者也可以用记法（*）。需要指出的是，下面

的结果对任何一种记法都成立。 

8.1.3 定义 知道个体的系统 KI1 定义如下：对所有ϕ, ψ∈Form 和 c∈Con， 

TA 和 MP 如前定义； 

（K）  K(ϕ→ψ)→Kϕ→Kψ； （T） Kϕ→ϕ；  （RN）  ϕ／Kϕ； 

（KC） Kc→Kθ(c, P)， 对所有 P∈Pre。┤ 

说明：公理 KC 的直观意义是：若（主体）知道 c，则它知道 c 的每一性质以及 c 与其

他个体的每一联系。易见，这是在最强意义上刻画知道个体这个概念。当然，这太理想化了，

所以我们可以如第 6 节那样对 Pre 进行细化，分领域或学科进行考虑。 

另一个方法是语用方法：我们可以规定 8.1.1给出的 Con和 Pre 是相对某个实际问题的。

例如，我说我知道珠穆朗玛峰可以是相对地质学领域的 Con 和 Pre 而言的。 

8.1.4 形如 1.1.4。┤ 

8.1.5 引理 下面是 KI1 的导出规则和内定理： 

（1）ϕ1∧…∧ϕn→ϕ／Kϕ1∧…∧Kϕn→Kϕ。 （2）Kc→θ(c, P)。 

证明：据 K 和 RN易证（1），据 KC 和 T易证（2）。┤ 

8.1.6 定义 定义从 Form 到经典句子语言 Form0的翻译映射 t 如下： 

t(Pc1…cn)＝p， 对所有 n 元 P∈Pre 和 c1…cn∈Con，其中 p∈At；13 

t(Kc)＝t( T )， 对所有 c∈Con； 

t(¬ϕ)＝¬t(ϕ)； t(ϕ∧ψ)＝t(ϕ)∧t(ψ)； t(Kϕ)＝t(ϕ)。┤ 

8.1.7 定理 KI1 能 t-退化为 PC0且是协调的。┤ 

8.2.1 定义 称〈W, R〉是框架，当且仅当，W 是非空集且 R 是 W 上的二元自返通达关系。 

                                                        
13  请见［10］的第 6 章第 3 节的有关内容。 
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本节把所有框架的类记作 Frame(ki1)。┤ 

8.2.2 定义 令〈W, R〉是框架。任给 w∈W，R(w)＝df {u∈W：wRu}。┤ 

8.2.3 拟赋值定义  令 F＝〈W, R〉是框架，且令[ ]：Form→P(W)是映射。 

称[ ]为 F 上的拟赋值，当且仅当，对每一复合公式ϕ，[ϕ]满足下列条件：对每一 w∈W， 

（1）w∈[¬ϕ] ⇔ w∉[ϕ]，（2）w∈[ϕ∧ψ] ⇔ w∈[ϕ]且 w∈[ψ]，（3）w∈[Kϕ] ⇔ R(w)⊆[ϕ]。┤ 

8.2.4 形如 1.2.5。┤  

8.2.5 引理  令 F＝<W, R>是框架，且令 f：PF→P(W)和 g：KIF→P(W)。则 F 上存在唯

一的拟赋值[ ]，满足下列条件： 

（1）[Pc1…cn]＝f(Pc1…cn)， 对每一 Pc1…cn∈PF； 

（2）[Kc]＝g(Kc)， 对每一 Kc∈KIF。 

证明：递归定义 

[Pc1…cn]＝f(Pc1…cn)， 对每一 Pc1…cn∈PF； 

[Kc]＝g(Kc)， 对每一 Kc∈KIF； 

[¬ϕ]＝W－[ϕ]； [ϕ∧ψ]＝[ϕ]∩[ψ]； [Kϕ]＝{w：R(w)⊆[ϕ]}。 

易见[ ]是惟一满足上述条件（1）－（2）的拟赋值。┤ 
8.2.6 引理  令[ ]是框架 F 上拟赋值，P1c1…cm1,…, Pmc1…cmn 是 n 个不同的谓词公式，

且令ϕ, ψ1,…, ψn是公式。构造新的拟赋值[ ]0如下： 

[P1c1…cm1]0＝[ψ1], …, [Pmc1…cmn]0＝[ψn]， 

[θ]0＝[θ]，对其他原子公式θ， 

则   [ϕ]0＝[ϕ(P1c1…cm1/ψ1, …, Pmc1…cmn/ψn)]。 

证明：归纳证明，详细证明可参见［2］中类似结果的证明。┤ 

8.2.7 赋值定义  令 F＝<W, R>是框架，且令[ ]是 F 上的拟赋值。 

（1）称[ ]是 F 上的赋值，当且仅当，[ ]还满足下列条件：  

（＃）[Kc]⊆[Kθ(c, P)]， 对所有 P∈Pre。 

（2）称 M＝<F, [ ]>是模型，当且仅当，[ ]是 F 上的赋值。┤ 

8.2.8 赋值存在定理  令 F＝<W, R>是框架且令 f：PF→P(W)。则存在 F 上赋值[ ]使得 

[Pc1…cn]＝f (Pc1…cn)， 对每一 Pc1…cn∈PF。 

证明：不妨令 Pcc1…cn→KPcc1…cn，且令 g：KIF→P(W)使得 

g(Kc)＝{w：∀P∈Pre ∀u∈R(w)(u∈f (Pcc1…cn) ⇒ R(u)⊆f (Pcc1…cn))}。 

据引理 8.2.5，F 上存在唯一的拟赋值[ ]，满足下列条件： 

（1）[Pc1…cn]＝f(Pc1…cn)， 对每一 Pc1…cn∈PF； 

（2）[Kc]＝g(Kc)， 对每一 Kc∈KIF。 

下证[ ]是赋值，即证上一定义的（＃）成立：任给 w∈[Kc]，据（2），w∈g(Kc)，因此 

∀u∈R(w)(u∈f (Pcc1…cn) ⇒ R(u)⊆f (Pcc1…cn))， 对所有 P∈Pre。 

所以据（1）和 8.2.3，对所有 P∈Pre，有 R(w)⊆[θ(c, P)]，因此 w∈[Kθ(c, P)]。┤ 

8.2.9－8.2.10 类似 1.2.4 －1.2.5。┤ 

8.2.11 框架可靠性定理 KI1 相对 Frame(ki1)可靠。 

证明：任给框架 F＝〈W, R〉和 F 上赋值[ ]。公理 K 和 T，规则 MP 和 RN 的验证如通常。 

验证公理 TA：令ϕ＝ψ(P1c1…cm1/ψ1, …, Pmc1…cmn/ψn)使得ψ是重言式。据 8.2.6，存在

拟赋值[ ]0使得[ψ(P1c1…cm1/ψ1, …, Pmc1…cmn/ψn)]＝[ψ]0。因为ψ是重言式，所以[ψ]0＝W，

从而[ψ(P1c1…cm1/ψ1, …, Pmc1…cmn/ψn)]＝W。 

验证公理 KC：任给 P∈Pre，据赋值定义 8.2.7 的（＃），易见[Kc→Kθ(c, P)]＝W。┤ 

8.3.1－8.3.5 类似 1.3.1―1.3.5。┤ 

8.3.6 定义 令 w 是公式集。w－
K
＝df {ϕ：Kϕ∈w}。┤ 
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8.3.7 引理 令 W 是所有极大一致集的集合，令 w∈W。则 

Kϕ∈w ⇔ ∀u∈W(w－
K ⊆u ⇒ ϕ∈u)。┤ 

8.3.8 定义  定义 KI1 的典范框架 F＝<W, R>如下： 

W＝{w：w 是极大一致集}， R＝{<w, u>∈W2：w－
K ⊆u}。┤ 

8.3.9 定理   

令 F＝<W, R>是典范框架，且令[ ]：Form→P(W)使得[ϕ]＝|ϕ|。则[ ]是 F 上的赋值。 

证明：先证[ ]是拟赋值。据设定[ϕ]＝|ϕ|和 8.3.5，易见 

（1）[¬ϕ]＝|¬ϕ|＝W－|ϕ|＝W－[ϕ]。  （2）[ϕ∧ψ]＝|ϕ∧ψ|＝|ϕ|∩|ψ|＝[ϕ]∩[ψ]。 

我们还有 

（3）w∈[Kϕ] ⇔ w∈|Kϕ|                     据设定[ϕ]＝|ϕ| 

         ⇔ Kϕ∈w                      据 8.3.4 

⇔ ∀u∈W(w－
K

 ⊆u ⇒ ϕ∈u)       据 8.3.7 

            ⇔ ∀u∈W(wRu ⇒ u∈|ϕ|)          据上一定义和 8.3.4 

⇔ ∀u∈W(wRu ⇒ u∈[ϕ])       据设定[ϕ]＝|ϕ|        

⇔ R(w)⊆[ϕ]。                  据 8.2.3（3） 

最后我们来证[ ]是赋值。据公理 KC，对所有 P∈Pre，有⊢  Kc→θ(c, P)。所以据 8.3.5，

对所有 P∈Pre，有|Kc|⊆|θ(c, P)|。再据设定，对所有 P∈Pre，有[Kc]⊆[Kθ(c, P)]。┤ 

8.3.10 定义  令 F＝<W, R>是典范框架。称 M ＝ < F, [ ] >是典范模型，当且仅当， 

[ ]：Form→ P(W)使得[ϕ]＝|ϕ|。┤ 

8.3.11 框架完全性定理 KI1 相对 Frame(ki1)完全。（证明类似 6.3.11 的证明）。┤ 

我们还可以概括公理 KC 为 

（GKC）Kc→K(ϕ(c)→Kϕ(c))， 其中ϕ(c)是任意含 c 的公式。 

若ϕ(c)是 Kc，则 GKC退化为 Kc→K(Kc→KKc)，再据公理 T，有 Kc→KKc。 

2.量化逻辑 KI2 

9.1.1 定义 令 Var＝df {vn：1≤ n<ω}是个体变元的集合，令 Con 和 Pre 如 8.1.1 定义。 

令Term＝Var∪Con表示所有项的集合（因为我们不考虑函数符号，所以Term比较简单）。 

公式的形成规则如下： 

   Pt1…tn⏐Kc⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐∀xϕ⏐Kϕ， 

对所有 n 元 P∈Pre，t1,…, tn∈Term，c∈Con，x∈Var。 

所有形如 Pt1…tn的公式的集合记为 PF，所有形如 Kc 的公式的集合记为 KIF，所有公式

的集合记为 Form。 

形如 Pt1…tn和 Kc 的公式都称为原子公式，其余的公式称为复合公式。┤ 

说明：Pt1的直观意义是：t1有性质 P。当 n>1时，Pt1…tn的直观意义是：t1,…, tn有联系

（关系）P。 

9.1.2 规定与缩写 （1）联结符∨，→，↔和∃的缩写定义如通常。 

（2）为了叙述方便，我们规定联结符的结合力从左到右依次减弱： 

¬，K，∀x，∧，∨，→，↔。 

（3）T和⊥ 定义如前。 

（4）我们用ϕ(x/t)表示用项 t代入ϕ中 x 的所有自由出现得到的公式。 
（5）任给 x1…xn∈Var，任给 n+1 元谓词符号 P使得 n≥0，如下定义公式： 

θ(c, P)＝df Pcx1…xn→KPcx1…xn，使得，若 n＝0（即 P 是一元谓词符号），则 
θ(c, P)＝df Pc→KPc。┤ 

说明：如前我们可以更一般在把θ(c, P)定义为 Px1…xk-1cxk+1…xn→KPx1…xk-1cxk+1…xn。 

9.1.3 定义 

知道个体的系统 KI2 定义如下：对所有ϕ, ψ∈Form，x∈Var，t∈Term 和 c∈Con， 
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TA 和 MP 如前定义； 

（K） K(ϕ→ψ)→Kϕ→Kψ； （T）  Kϕ→ϕ； （5）¬Kϕ→K¬Kϕ； 

（UI）   ∀xϕ→ϕ(x/t)， 其中 t 对ϕ中 x 自由； 

（UCG）∀x(ϕ→ψ)→ϕ→∀xψ， 其中 x 在ϕ中不自由； 

（KQC）Kc→Kθ(c, P)， 对所有 P∈Pre； 

（RN） ϕ／Kϕ；  （UG） ϕ／∀xϕ。┤ 

9.1.4 形如 1.1.4。┤ 

9.1.5 引理 下面是 KI2 的导出规则和内定理： 

（1）ϕ1∧…∧ϕn→ψ／Kϕ1∧…∧Kϕn→Kψ，  ϕ→ψ／¬K¬ϕ→¬K¬ψ， 

（2）¬K¬Kϕ→ϕ，  （3）¬K¬ϕ→ψ／ϕ→Kψ，  

（4）∀xKϕ→K∀xϕ， （Barcan-公式） 

（5）K∀xϕ→∀xKϕ， （Barcan-公式的逆） 

（6）Kc→∀x1…xnK(Pcx1…xn→KPcx1…xn)， 

（7）Kc→K∀x1…xn(Pcx1…xn→KPcx1…xn)， 

（8）Kc→K(Pct1…tn→KPct1…tn)， 

（9）Kc→K(Pcc1…cn→KPcc1…cn)。 （KI1 的 KC） 

证明：（1）据 RN 和 K 如通常所证。 （2）据 5 和 T 如通常所证。 

（3） ① ¬K¬ϕ→ψ         假设 

②  K¬K¬ϕ→Kψ       ①，（1） 

③  ϕ→K¬K¬ϕ     （2） 

④ ϕ→Kψ。        ②，③ 

（4） ① ∀xKϕ→Kϕ           UI 

②  ¬K¬∀xKϕ→¬K¬Kϕ       ①，（1） 

③  ¬K¬∀xKϕ→ϕ        ②，（2） 

④ ¬K¬∀xKϕ→∀xϕ         ③，UG，UCG 

⑤ ∀xKϕ→K∀xϕ。           ④，（3） 

（5） ① ∀xϕ→ϕ            UI 

②  K∀xKϕ→Kϕ          ①，（1） 

③  K∀xϕ→∀xKϕ。      ②，UG，UCG 

据 KQC，UG 和 UCG，易得（6）。据（6）和（4）易得（7）。据（7）和 UI易得（8）。

据（8）易得（9）。┤ 

说明：KI1 是 KI2 的子系统。 

9.1.6 定义 定义从 Form 到经典句子语言 Form0的翻译映射 t 如下： 

t(Pt1…tn)＝p， 对所有 n 元 P∈Pre 和 t1…tn∈Term，其中 p∈At； 

t(Kc)＝t( T )， 对所有 c∈Con； 

t(¬ϕ)＝¬t(ϕ)； t(ϕ∧ψ)＝t(ϕ)∧t(ψ)； t(∀xϕ)＝t(Kϕ)＝t(ϕ)。┤ 

9.1.7 定理 KI2 能 t-退化为 PC0且是协调的。┤ 

9.2.1 定义 称〈W, R〉是框架，记作 F∈Frame(ki2)，当且仅当，W 是非空集，且 R 是 W

上的二元通达关系，使得对任意 w, u, v∈W，  

(r)  wRw（自返），(e) wRu 且 wRv ⇒ uRv（欧性）。┤ 

9.2.2 类似 8.2.2。┤ 

下面的语义（由 9.2.3 和 9.2.7 构成）由北京大学刘壮虎教授给出，他称之为代入语义： 

9.2.3 拟赋值定义 令 F＝〈W, R〉是框架，且令[ ]：Form→P(W)。 

称[ ]是 F 上的拟赋值，当且仅当，对每一复合公式ϕ，[ϕ]满足下列条件：  
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（1）[¬ϕ]＝W－[ϕ]，  （2）[ϕ∧ψ]＝[ϕ]∩[ψ]， （3）[Kϕ]＝{w：R(w)⊆[ϕ]}， 

（4）[∀xϕ]＝∩{[ϕ(x/t)]：t∈Term使得 t 对ϕ中 x 自由}。┤ 

9.2.4 形如 1.2.5。┤ 

9.2.5 引理  令 F＝<W, R>是框架，且令 f：PF→P(W)和 g：KIF→P(W)。则 F 上存在唯

一的拟赋值[ ]，满足下列条件： 

（1）[Pt1…tn]＝f(Pt1…tn)， 对每一 Pt1…tn∈PF； 

（2）[Kc]＝g(Kc)， 对每一 Kc∈KIF。 

证明：递归定义 

[Pt1…tn]＝f(Pt1…tn)， 对每一 Pt1…tn∈PF； 

[Kc]＝g(Kc)， 对每一 Kc∈KIF； 

[¬ϕ]＝W－[ϕ]； [ϕ∧ψ]＝[ϕ]∩[ψ]； [Kϕ]＝{w：R(w)⊆[ϕ]}； 

[∀xϕ]＝∩{[ϕ(x/t)]：t∈Term使得 t 对ϕ中 x 自由}。 

易见[ ]是惟一满足上述条件（1）－（2）的拟赋值。┤ 
9.2.6 引理  令[ ]是框架 F 上拟赋值，P1t1…tm1,…, Pmt1…tmn 是 n 个不同的谓词公式，且

令ϕ, ψ1,…, ψn是公式。构造新的拟赋值[ ]0如下： 

[P1t1…tm1]0＝[ψ1], …, [Pmt1…tmn]0＝[ψn]， 

[θ]0＝[θ]，对其他原子公式θ， 

则   [ϕ]0＝[ϕ(P1t1…tm1/ψ1, …, Pmt1…tmn/ψn)]。 

证明：归纳证明，详细证明可参见［2］中类似结果的证明。┤ 

9.2.7 赋值定义  令 F＝<W, R>是框架，且令[ ]是 F 上的拟赋值。 

（1）称[ ]是 F 上的赋值，当且仅当，[ ]还满足下列条件：  

（＃）[Kc]⊆[Kθ(c, P)]， 对所有 P∈Pre。 

（2）称 M＝<F, [ ]>是模型，当且仅当，[ ]是 F 上的赋值。┤ 

9.2.8 赋值存在定理  令 F＝<W, R>是框架且令 f：PF→P(W)。则存在 F 上赋值[ ]使得 

[Pt1…tn]＝f (Pt1…tn)， 对每一 Pt1…tn∈PF。 

证明：不妨令θ(c, P)＝Pcx1…xn→KPcx1…xn，且令 g：KIF→P(W)使得 

g(Kc)＝{w：∀P∈Pre ∀u∈R(w)(u∈f (Pcx1…xn) ⇒ R(u)⊆f (cx1…xn))}。 

据引理 9.2.5，F 上存在唯一的拟赋值[ ]，满足下列条件： 

（1）[Pt1…tn]＝f(Pt1…tn)， 对每一 Pt1…tn ∈PF； 

（2）[Kc]＝g(Kc)， 对每一 Kc∈KIF。 

下证[ ]是赋值，即证上一定义的（＃）成立：任给 w∈[Kc]，据（2），w∈g(Kc)，因此 

∀u∈R(w)(u∈f (Pcx1…xn) ⇒ R(u)⊆f (Pcx1…xn))， 对所有 P∈Pre。 

所以据（1）和 8.2.3，对所有 P∈Pre，有 R(w)⊆[θ(c, P)]，因此 w∈[Kθ(c, P)]。┤ 

9.2.9－9.2.10 类似 1.2.4 －1.2.5。┤ 

9.2.11 框架可靠性定理 KI2 相对 Frame(ki2)可靠。 

证明：任给框架 F＝〈W, R〉和 F 上赋值[ ]。公理 K，T 和 5，规则 MP 和 RN 的验证如常。 

验证公理 TA：令ϕ＝ψ(P1t1…tm1/ψ1, …, Pmt1…tmn/ψn)使得ψ是重言式。据 9.2.6，存在拟

赋值[ ]0使得[ψ(P1t1…tm1/ψ1, …, Pmt1…tmn/ψn)]＝[ψ]0。因为ψ是重言式，所以[ψ]0＝W，从而 

[ψ(P1t1…tm1/ψ1, …, Pmt1…tmn/ψn)]＝W。 

验证公理 UI，UCG 和规则 UG：据 9.2.3（4）显然。 

验证公理 KQC：任给 P∈Pre，据赋值定义 9.2.7 的（＃），易见[Kc→Kθ(c, P)]＝W。┤ 

9.3.1－9.3.2 类似 1.3.1―1.3.2。┤ 

9.3.3 引理 （1）令 w 是极大一致集。则 

     ¬ϕ∈w ⇔ ϕ∉w，  ϕ∧ψ∈w ⇔ ϕ∈w 且ψ∈w，  ϕ∨ψ∈w ⇔ ϕ∈w 或ψ∈w， 
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ϕ∈w 且⊢   ϕ→ψ ⇒ ψ∈w，   ϕ∈w 且ϕ→ψ∈w ⇒ ψ∈w， 

(ϕ∈w ⇒ ψ∈w) ⇔ ϕ→ψ∈w，  (ϕ∈w ⇔ ψ∈w) ⇔ ϕ↔ψ∈w， 

w ⊢     ϕ ⇔ ϕ∈w。 

（2）令 w 是极大一致集。则 Th(KI2)⊆w。 

（3）ϕ属于每一以 w 为子集的极大一致集，当且仅当，存在ϕ1,…, ϕn∈w使得 

⊢   ϕ1∧…∧ϕn→ϕ。 

（4）若      ⊬   ϕ，则存在极大一致集 w使得ϕ∉w。 

（5）w ⊢     ¬ ϕ ⇔ w ∪{ϕ}不一致。 

（6）（紧致性定理）w 一致 ⇔ w 的每一有穷子集一致。 

（7）若 w 一致且 w ⊢     ϕ，则 w ∪{ϕ}一致。 

（8）（Linhdenbaum-引理）令 w 是一致的。则存在极大一致集 u使得 w⊆u。 

（9）令¬Kϕ∈w。若 w 一致，则 w－
K
∪{¬ϕ}一致。┤ 

9.3.4 定义 令 w 是公式集。 

称 w 有∀-性质，当且仅当，对每一公式ϕ和 x∈Var，若对每一 t∈Termt 使得 t 对ϕ中 x

自由，有 w ⊢     ϕ(x/t)，则 w ⊢     ∀xϕ。┤ 

9.3.5 引理 令 w 是公式集。 

（1）令 w 有∀-性质且 w∪{ϕ}一致。则存在有∀-性质的极大一致集 u使得 w∪{ϕ}⊆u。 

（2）令 ϕ 一致（即{ϕ}一致）。则存在有∀-性质的极大一致集 u使得 ϕ∈u。 

（3）令 w 是有∀-性质的极大一致集。则 w－
K
有∀-性质。 

证明：本引理和下一引理的证明请参见［11］第 173－175页和［12］第 14章。┤ 

9.3.6 引理 令 w 是有∀-性质且包含¬Kϕ 的极大一致集。则存在有∀-性质的极大一致集

u使得 w－
K
 ∪{¬ϕ}⊆u。┤ 

9.3.7 定义 KI1 的典范框架 F＝<W, R>如下： 

W＝{w：w 是有∀-性质的极大一致集}， R＝{<w, u>∈W2：w－
K ⊆u}。┤ 

9.3.8 典范框架主引理  令<W, R>是 KI2 的典范框架，且令 w∈W。则 

（1）Kϕ∈w ⇔ 对所有 u∈W(wRu ⇒ ϕ∈u)。 

（2）∀xϕ∈w ⇔ 对所有 t∈Term使得 t 对ϕ中 x 自由，有ϕ(x/t)∈w。 

证明：（1）“⇒”：设 Kϕ∈w。任给 u∈W使得 w－
K
⊆u。因为 Kϕ∈w，所以ϕ∈u。 

“⇐”：设 Kϕ∉w。则¬Kϕ∈w。因此据 9.3.6，存在 u∈W使得 wRu 且¬ϕ∈u。 

（2）“⇒”：据公理 UI 显然。 

“⇐”：设∀xϕ∉w。据 9.3.3（1），有 w ⊬   ∀xϕ。因为 w 有∀-性质，所以 

w ⊬    ϕ(x/t)， 存在 t∈Term使得 t 对ϕ中 x 自由。 

再据 9.3.3（1），有 

     ϕ(x/t)∉w， 存在 t∈Term使得 t 对ϕ中 x 自由。┤ 

9.3.9 定理 令 

（*）|ϕ|＝df {w：w 是有∀-性质的极大一致集使得ϕ∈w}， 

令 F＝<W, R>是典范框架，且令[ ]：Form→P(W)使得[ϕ]＝|ϕ|。则[ ]是 F 上的赋值。 

证明：先证[ ]是拟赋值。据设定[ϕ]＝|ϕ|和 9.3.3，易见 

（1）[¬ϕ]＝|¬ϕ|＝W－|ϕ|＝W－[ϕ]。 

（2）[ϕ∧ψ]＝|ϕ∧ψ|＝|ϕ|∩|ψ|＝[ϕ]∩[ψ]。 

我们还有 

（3） 

w∈[Kϕ] ⇔ w∈|Kϕ|                     据设定[ϕ]＝|ϕ| 

         ⇔ Kϕ∈w                     据（*） 
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⇔ ∀u∈W(w－
K

 ⊆u ⇒ ϕ∈u)     据 9.3.8 

            ⇔ ∀u∈W(wRu ⇒ u∈|ϕ|)        据 9.3.7 和（*） 

⇔ ∀u∈W(wRu ⇒ u∈[ϕ])      据设定[ϕ]＝|ϕ|        

⇔ R(w)⊆[ϕ]。                据 9.2.3（3） 

（4） 

w∈[∀xϕ] ⇔ w∈|∀xϕ|
                                                                                                                                据设定[ϕ]＝|ϕ| 

⇔ ∀xϕ∈w
                                                                                                                                  据（*） 

⇔ 对所有 t∈Term使得 t 对ϕ中 x 自由，有ϕ(x/t)∈w    据 9.3.8（2） 

⇔ 对所有 t∈Term使得 t 对ϕ中 x 自由，有 w∈[ϕ(x/t)]  据设定[ϕ]＝|ϕ| 

⇔ w∈∩{[ϕ(x/t)]：t∈Term}。  

最后我们来证[ ]是赋值。据公理 KQC，对所有 P∈Pre，有⊢  Kc→θ(c, P)，所以据 9.3.3

（1），易证|Kc|⊆|θ(c, P)|，再据设定[ϕ]＝|ϕ|，有[Kc] ⊆[Kθ(c, P)]。┤ 

典范结构和以上（典范）赋值构成典范模型。 

9.3.11 定义  令 F＝<W, R>是典范框架。称 M ＝<F, [ ]>是典范模型，当且仅当， 

[ ]：Form→ P(W)使得[ϕ]＝|ϕ|。┤ 

9.3.12 框架完全性定理 KI2 相对 Frame(ki2)完全。 

证明：我们只须证：（%）若 ⊬  ϕ，则存在 F∈Frame(ki2)使得 F  ⊭ ϕ。设 ⊬  ϕ。则¬ϕ一
致。据 9.3.5（2），存在有∀-性质的极大一致集 u使得ϕ∉u，所以 u∉|ϕ|，因此 

|ϕ|≠{w：w 是有∀-性质的极大一致集}。 

令 M＝<W, R, [ ]>是 KI2 的典范模型，则[ϕ]＝|ϕ|≠W，所以 M  ⊭
  

ϕ，因此<W, R>   ⊭ ϕ。 

据公理 T 和 5，易证 R满足 9.2.1 定义的自返性和欧性，所以<W, R>∈Frame(ki2)。┤ 

我们还可以概括公理 KQC 为： 

（GKQC）Kc→K(ϕ(c)→Kϕ(c))， 其中ϕ(c)是任意含 c 的一阶公式。 

若ϕ(c)是 Kc，则 GKQC退化为 Kc→K(Kc→KKc)，再据公理 T，有 Kc→KKc。 

中山大学鞠实儿教授有一次知道我正在思考知道个体这个问题时对我指出：知道一个东

西就是从其他东西中把它挑出来。根据他的这种思路，我给出下面几种解释：  

（1）w ⊨ Kc ⇔ w ⊨ ∀x(K(x=c)∨K(x≠c))。 

（2）w ⊨ Kc ⇔ w ⊨ ∃!xK(x=c)， （∃!x 直观表示存在惟一的 x） 

（3）w ⊨ Kc ⇔ w ⊨ K∃!xK(x=c)。 

因此我们可以在一阶带等词的认知逻辑中加入下面某条公式作为公理： 

  Kc↔∀x(K(x=c)∨K(x≠c))， Kc↔∃!xK(x=c)， Kc↔K∃!xK(x=c)。 

注意：K∃!x(x=c)在通常的一阶带等词的认知逻辑是内定理。 

根据实际问题的需要，我们也可以把上面公式中的↔改成→甚至于←，然后用拟赋值方

法证明相应系统的框架可靠性定理和框架完全性定理。 

“挑出”也可以看作是一种活动，所以我们还可以在上述表达式中引入动态逻辑的东西。 

我们的工作是初步的。至少还有下面的工作可以进一步做下去： 

1、弱化知道个体的概念。有时，甚至更多的情况下，我说：“我知道珠穆朗玛峰”是指

我知道珠穆朗玛峰的某些（甚至一个）性质或某些（甚至一种）与它物的联系。 

2、把知道一个个体概括到知道一集个体：令 C 是一集个体（通常 C 是有穷集），则我

们可以用 KC 表示主体知道 C 中所有个体或某些个体。若是前者，我们可以有这样的公理或

内定理：K{c, d}→Kc∧Kd；若是后者，我们可以有这样的公理或内定理：K{c, d}→Kc∨Kd。 

九、知道主体的另一种刻画 

北京大学刘壮虎教授有一次知道我正在思考知道主体这个问题时对我指出：知道一个主

体就是把它视为同类（identify with）。根据他的这种思路，我给出下面的逻辑 KA4。 
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为了简单，我们在下面只给出关键部分，想毕读者能根据上面的内容补充缺省部分。 

10.1 定义 令 Agent 表示有穷多个主体的集合。公式的形成规则如下： 

   p⏐Kab⏐KaG⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐Kaϕ， 其中 p∈At，a, b∈Agent，G⊆Agent。┤ 

说明：Kab 的直观意义是： “a 知道 b”，KaG 的直观意义是： “a 知道 G”。 

10.2 定义 知道主体的系统 KA4 定义如下：对ϕ, ψ∈Form，a∈Agent， 

TA 和 MP 如前定义， 

（Ka）   Ka(ϕ→ψ)→Kaϕ→Kaψ， （Ta） Kaϕ→ϕ，  （RNa）   ϕ／Kaϕ， 

（KAA） Kaa，         （KG） KaG↔∧{Kab：b∈G}。┤ 

10.3 引理 下面是 KA4 有内定理：KaG→Kab， 对每一 b∈G。┤ 

10.4 定理 KA4 能 t-退化为 PC0且是协调的。┤ 

10.5 定义 称 F＝〈W, R, I〉是框架，记作 F∈Frame，当且仅当，（1）W 是非空集， 

（2）R 是 Agent 上的映射使得对每一 a∈Agent，Ra是 W 上的二元自返关系，且 

（3）I 是 Agent 上的映射使得对每一 a∈Agent，Ia是从W 到 P(Agent)中的映射，满足 

（%）a∈Ia(w)， 对每一 w∈W。 

称〈W, R, I, [ ]〉是模型，当且仅当，〈W, R, I〉是框架且[ ]是从 At 到 P(W)中的映射。┤ 

说明：I 是 identify with 的缩写，Ia(w)表示 a 在 w 中认为与它同类的主体的集合，因此

a应该在此集合中，从而 Ia(w)非空。 

10.6 真值集定义 令〈W, R, I, [ ]〉是模型。定义[ϕ]如下：  

（01）w∈[Kab] ⇔ b∈Ia(w)，     （02）w∈[KaG] ⇔ ∀b∈G(w∈[Kab])， 

（1）w∈[¬ϕ] ⇔ w∉[ϕ]，    （2）w∈[ϕ∧ψ] ⇔ w∈[ϕ]且 w∈[ψ]， 

（3）w∈[Kaϕ] ⇔ Ra(w)⊆[ϕ]。┤ 

10.7 框架可靠性定理 KA4 相对 Frame 可靠。 

证明：公理 KAA 的可靠性据 10.5（3）的（%）显然。┤ 

10.8 定义  定义典范模型 M＝〈W, R, I, [ ]〉如下：（其中 F＝〈W, R〉称为典范框架） 

（1）W＝{w：w 是极大一致集}， 

（2）R＝{Ra：a∈Agent}，使得对每一 a∈Agent，Ra＝{<w, u>∈W2：w－
Ka ⊆u}， 

（3）I＝{Ia：a∈Agent}，使得对每一 a∈Agent 和 w∈W，Ia(w)＝{b∈Agent：Kab∈w}， 

（4）[p]＝|p|， 对每一原子公式 p∈At。┤ 

10.9 典范框架主引理  令<W, RK, R>是 KA3 的典范框架且 w∈W。则 

（1）Kab∈w ⇔ b∈Ia(w)。  （2）KaG∈w ⇔ ∀b∈G(Kab)。 

证明：据 10.8 的（3）易证（1）。据公理 KG易证（2）。┤ 

10.10 完全性定理 KA4 相对 Frame完全。 

证明：这里我们只验证 10.5（3）的（%）：对每一极大一致集 w，据公理 KAA，有 Kaa∈w，

所以据 10.8 的（3），有 a∈Ia(w)。┤ 

从上面的结果看，我们对 Ia(w)的规定太少（只规定了 a∈Ia(w)）。本质上（据典范模型

的构造看），Ia(w)＝{a}。如何丰富 Ia(w)的规定？我们可以根据实际情况加上具体的规定。

例如，考虑下列框架条件：对所有 w∈W， 

（1）Ia(w)⊆Ib(w)，         （2）b∈Ia(w)且 a∈Ib(w) ⇒ Ia(w)= Ib(w)，   

（3）b∈Ia(w)且 c∈Ib(w) ⇒ c∈Ia(w)。 

（1）直观表示：b 在 w 中知道的主体不少于 a 在 w 中知道的主体。（2）直观表示：若 a 和

b 在 w 中知道对方，则 a 和 b 在 w 中知道的主体一样多。（3）直观表示：若 a 在 w 中知道 b

且 b 在 w 中知道 c，则 a 在 w 中知道 c。易见除非在一些特殊情况下否则（3）是不自然的。 

  显然，（1）和（2）分别完全解释下面的公式： 14 对所有 a, b, c∈Agent， 

                                                        
14  称一个框架条件完全解释一个公式，当且仅当，该公式相对此条件在当前语义下可靠且完全。类似地，
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（1*）Kac→Kbc，  （2*）Kab∧Kba→(Kac↔Kbc)， （3*）Kab∧Kbc→Kac。 

感兴趣的读者可以验证把上述公理（分别）加入 KA4 后构成的系统相对对应的框架条件的

可靠性定理和完全性定理。 

我们可以进一步对 Ia(w)进行比较精细地刻画，揭示它的内部结构。一种方法是把 Ia 看

作从 W 到 P(P(Agent))中的映射使得对每一 a∈Agent，Ia(w)中的所有元素可用⊆排成线序：

A1⊆…⊆Am。这里直观意义是：越小的子集表示 a 越熟知的主体的集合。因此 A1 表示 a 最

熟知的主体的集合。这样，10.1 的公式的形成规则要把 Kab 改成 Ka，ib，后者的直观意义是：

a 以程度 i 知道 b。因此真值集定义 10.6 的（01）改成 

  w∈[Ka，ib] ⇔ 存在非空集 Ai∈Ia(w)使得 b∈Ai。 （10.6 的（02）也相应改） 

易见，下列公式是有效式，从而可以作为公理来替换KA4 的 KAA 并相应修改公理 KG： 

    Ka，ib→Ka，jb， 其中 1≤ i ≤ j ≤m。 

我们也可以如前根据实际情况增加一些框架条件和它们能完全解释的公理或规则。 

上两节的认知个体这个概念还可以用本节的方法来刻画。一个主体至少知道自己是一个

个体，所以自然我们可以把主体集 Agent 放入个体常元集作为其中的一个部分。（这样放入

的主体严格说是主体的名字。如本节我们可以构造相应的模型，用个体域中的个体解释主体

的名字：给主体的名字指派一个个体。）因此我们在语言中有形如 Kac 的公式，在系统也可

以加入公理 Kaa。 

根据上述思路，我们还可以相应地考虑认知活动这个概念。我们用 Kaα直观表示主体 a

知道活动α，并在语言中加上测试活动ϕ?（请见［8］的相关内容）。令 ka(w)表示 a 在 w 中

知道的活动的集合，刻画 Kaα的真值集定义为 w∈[Kaα] ⇔ α∈ka(w)。易见公式 Ka( T?)为框

架条件 T?∈ka(w)完全解释，公式 Ka((Kaα)?)为框架条件(Kaα)?∈ka(w)完全解释。所以我们可

以根据实际情况增加 Ka( T?)或 Ka((Kaα)?)作为系统的公理，也可以另找其他关于 Kaα的公理

和规则。 

十、通过活动知道命题 
在单主体的情况下，我们通常用 Kϕ表示当下主体知道命题ϕ（参见第 5 节）。现在我们

推广这个概念：考虑通过活动α知道ϕ这个概念。我们用 Kαϕ直观表示：（主体）通过α知道ϕ。
我们认为研究这样的概念是有意义的。若α是认知活动，则 Kαϕ表示ϕ是通过认知活动α得到

的知识；若α是实践活动，则 Kαϕ表示ϕ是通过实践活动α得到的知识；……。因此 Kαϕ比传
统的 Kϕ更精细地刻画了作为知识的ϕ，因为它指出ϕ是通过什么方式得到的知识。 

下面我们提出几个方案，分别建立一些逻辑。 

第一个方案比较简单：直接用缩写定义 Kαϕ＝df K[α]ϕ。框架和模型如 5.2 给出，真值

集定义只用 5.4 的（1）－（4），系统KA30 定义为从KA3 去掉 KA1－KA4 得到的系统（参

见 5.6）。15 易见 KA30 有下列导出规则和内定理： 

（1）ϕ1∧…∧ϕn→ϕ／Kαϕ1∧…∧Kαϕn→Kαϕ， 

（2）Kα(ϕ→ψ)→Kαϕ→Kαψ，  （3）ϕ／Kαϕ，  （4）KαT。 

所以 KA30包含一个关于 Kα的 K-系统。 

若我们要增加知识公理 Kϕ→ϕ给上述系统（该公理对应 RK 是自返的），则我们在扩充

系统中还能有内定理 Kαϕ→[α]ϕ。另外，Kαϕ→Kϕ和 Kαϕ→ϕ都是比较自然的公式，可以考

虑构造吸收它们作为公理或内定理的系统。特别是 Kαϕ→Kϕ，它揭示了“通过α知道ϕ”与

传统的“知道ϕ”这两个概念在一个方向的联系。 

第二个方案是独立给出 Kαϕ的语义，而不是直接用 Kϕ和[α]ϕ的语义来定义。然后，根

据需要用一组框架条件分别揭示 Kαϕ与 Kϕ或[α]ϕ之间的联系。为此引入公式的形成规则： 

                                                                                                                                                               
我们可以定义一个框架条件完全解释一个规则。 
15  直接考虑 KA3 或其他相应的系统也可以。 
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  p⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐Kϕ⏐[α]ϕ⏐Kαϕ， 其中 p∈At，α∈Act。 

称 F＝〈W, RK, R, S〉是框架，当且仅当，W 是非空集，RK是 W 上的二元通达关系，且 

R＝{Rα：α∈Act}使得对每一α∈Act，Rα是 W 上的二元通达关系， 

S＝{SKα：α∈Act}使得对每一α∈Act，SKα是 W 上的二元通达关系。16 

所有上述框架的类记作 Frame。 

称〈F, [ ]〉是模型，当且仅当，F 是框架且[ ]是从 At 到 P(W)中的映射。 

真值集定义除了 5.4 的（1）－（4），还增加 

（5）w∈[Kαϕ] ⇔ SKα(w)⊆[ϕ]。 

如下定义系统KA5：TA 和 MP 如前定义，对所有 O∈{K, [α], Kα}， 

（KO）    O(ϕ→ψ)→Oϕ→Oψ， （RNO）     ϕ／Oϕ。┤ 

易见 KA5 也包含一个关于 Kα的 K-系统，且相对上述语义是极小系统，即 KA5 相对

Frame 是可靠和完全的。 

若我们要在上述系统中分别加入下列我们认为比较自然的公式作为公理： 

（1）Kϕ→ϕ， （2）Kαϕ→ϕ， （3）Kαϕ→Kϕ， （4）Kαϕ→[α]ϕ， 

（5）Kαϕ↔K[α]ϕ，  

则我们要分别加对应的框架条件：  

（1d）w∈RK(w)，    （2d）w∈SKα(w)， 

（3d）RK(w)⊆SKα(w)，  （4d）Rα(w)⊆SKα(w)， 

（5d）SKα(w)＝{u∈W：∃v∈W(wRKv 且 vRαu)}。 

我们可以证明这样的扩充系统相对对应的框架条件是框架可靠和框架完全的。 

下面作为说明，我们验证（5）和（5d）对应： 

可靠性：只须证（5）有效： 

  w∈[Kαϕ] ⇔ ∀u(u∈SKα(w) ⇒ u∈[ϕ]) 

⇔ ∀u(∃v(wRKv 且 vRαu) ⇒ u∈[ϕ])    据（5d） 

⇔ ∀uv(wRKv 且 vRαu ⇒ u∈[ϕ])       据［10］第 162页 

⇔ ∀v(wRKv ⇒ ∀u (vRαu ⇒ u∈[ϕ]))  

⇔ w∈[K[α]ϕ] 

完全性：如前定义相应的典范框架。令 W 是所有极大一致集的集合，令 w, u∈W。我们

要验证（5d）成立：首先，我们有 

   u∈SKα(w) ⇔ w－Kα⊆u 

      ⇔ ∀ϕ(Kαϕ∈w ⇒ ϕ∈u) 

⇔ ∀ϕ(K[α]ϕ∈w ⇒ ϕ∈u)     据（5） 

所以下面我们只须证： 

∀ϕ(K[α]ϕ∈w ⇒ ϕ∈u) ⇔ ∃v∈W(w－K⊆v 且 v－α⊆u)。 

“⇒”：设 

① ∀ϕ(K[α]ϕ∈w ⇒ ϕ∈u)。 

要证：② ∃v∈W(w－K⊆v 且 v－α⊆u)。据 Lindenbaum-引理，只须证： 

③ w－K∪u＋
<α>

一致。 

假设③不成立，则存在ψ1, …, ψm∈w－
K和<α>ϕ1, …, <α>ϕn∈u＋

<α>
使得 

 ⊢    ψ1∧…∧ψm→¬(<α>ϕ1∧…∧<α>ϕn)。 

所以有⊢    ψ1∧…∧ψm→¬<α>(ϕ1∧…∧ϕn)。所以有⊢    ψ1∧…∧ψm→[α]¬(ϕ1∧…∧ϕn)。因此 

④ ⊢   Kψ1∧…∧Kψm→K[α]¬(ϕ1∧…∧ϕn)。 

                                                        
16  SKα的下标 K 不是本质的，写在此只为对应算子 Kα。SKα的直观意义是：SKα是知行统一的通达关系。 
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因为ψ1, …, ψm∈w－
K
，所以 Kψ1, …, Kψm∈w，故据④，有 K[α]¬(ϕ1∧…∧ϕn)∈w，据①，有 

⑤ ¬(ϕ1∧…∧ϕn)∈u。 

另一方面，因为<α>ϕ1, …, <α>ϕn∈u＋
<α>

，所以ϕ1, …, ϕn∈u，所以ϕ1∧…∧ϕn∈u，矛盾于⑤。 

“⇐”：设②。我们要证①。任给公式ϕ使得 K[α]ϕ∈w。只须证ϕ∈u。根据②，存在 v

使得 w－K⊆v 且 v－α⊆u。再据 K[α]ϕ∈w，易见ϕ∈u。证毕。 

注意：上述公理有的并不独立，例如，从（3）和（1）能推出（2）。 

我们还可以根据实际情况增加公理和能完全解释它们的框架条件。 
十一、动态认知过程 

主体的一个动态认知全过程至少有 4 个要素：认知目的、背景知识、认知活动和认知结

果。主体根据它的认知目的和背景知识，通过认知活动，最后达到认知结果。 

本文我们用 [αA]ϕ, ψθ形式表示这个过程。在这样公式中，ϕ表示主体 A 的认知目的，ψ
表示它的背景知识，αA表示 A做的认知活动，θ表示由此产生的认知结果。因此[αA]ϕ, ψθ的
直观意义是“主体 A 根据它的认知目的ϕ和背景知识ψ通过认知活动αA能得到认知结果θ（能

认知θ）”。所以[αA]ϕ, ψθ应该是一种三元模态公式。根据这样的解释，[αA]ϕ, ψθ也可以写作 

[αA] (ϕ, ψ, θ) 或 KαA
(ϕ, ψ, θ) （后者突出θ是一种知识）。 

我们在［13］和［14］17 提出类似的动态认知条件句逻辑 DEC1 和 DEC2 来刻画上述

过程。但那里，我们用的语义是有序邻域语义，而这里我们要用关系语义，因为关系语义更

自然。还有，在那里我们研究的是单主体逻辑表示，而这里我们研究的是多主体逻辑。另外，

我们在那里，在单主体的情况下，用ϕψ≥αθ表示这里的[α]ϕ, ψθ（省略下标 A），因为此类公

式也是一种双条件句。 

我们引入公式的形成规则如下：p⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐[αA]ϕ, ψθ， 其中 p∈At，A∈Agent，α∈Act。 

为了简洁，下面我们用 ϕψαAθ 缩写[αA]ϕ, ψθ。 

称〈W, R〉是框架，当且仅当，W 是非空集，且 R 是定义域为 Act×Agent 上的映射，使得 

对每一<α, A>∈Act×Agent，Rα A是 W 上的四元通达关系。 

称〈W, R, [ ]〉是模型，当且仅当〈W, R〉是框架且[ ]是从 At 到 P(W)中的映射。 

所有上述框架的类记作 Frame。以后我们用 Rα Awxyz 表示<w, x, y, z>∈Rα A。 

归纳定义ϕ相对 M 的真值集[ϕ]如下： 

（1）w∈[¬ϕ] ⇔ w∉[ϕ]，  （2）w∈[ϕ∧ψ] ⇔ w∈[ϕ]且 w∈[ψ]， 

（3）w∈[ϕψαAθ] ⇔ ∀xyz∈W(Rα Awxyz 且 x∈[ϕ]且 y∈[ψ] ⇒ z∈[θ])。 

Rα Awxyz 的直观意义是：A 在当下状态 w 相对目的状态 x 和知识库状态 y 通过做活动α
达到结果状态 z。这里目的状态的意思是 A 在 w假定可以通过做α实现的状态，而知识库状

态是 A 相对 w积累的知识的状态。 
动态认知过程系统 DEPL 定义如下：TA 和 MP 如前定义， 

（RK1）   ϕ→ϕ1∨…∨ϕn／ϕ1ψαAθ∧…∧ϕnψαAθ→ϕψαAθ， 

（RK2）   ψ→ψ1∨…∨ψn／ϕψ1αAθ∧…∧ϕψnαAθ→ϕψαAθ， 

（RK3）   θ1∧…∧θn→θ／ϕψαAθ 1∧…∧ϕψαAθ n→ϕψαAθ。┤ 

当 n＝0时，RK1－RK3分别规定为¬ϕ／ϕψαAθ，¬ψ／ϕψαAθ，和θ／ϕψαAθ。 

DEPL 有下列导出规则和内定理： 

（1）ϕ→ϕ1／ϕ1ψαAθ→ϕψαAθ， （认知目的反单调规则） 
（2）ψ→ψ1／ϕψ1αAθ→ϕψαAθ， （背景知识反单调规则） 

（3）θ1→θ／ϕψαAθ 1→ϕψαAθ， （认知结果单调规则） 

                                                        
17  参见最后列出的文献。下同。 

 



研究报告 2005 

68 

（4）⊥ψαAθ， ϕ⊥αAθ， ϕψαAT， 

（5）ϕ1ψαAθ→ϕ1∧ϕ2ψαAθ， ϕψ1αAθ→ϕψ1∧ψ2αAθ， ϕψαAθ1∧θ2→ϕψαAθ1。┤ 

读者可以把这里的结果与［13］和［14］的内定理和导出规则进行比较。 

定义从 Form 到不含模态公式的子语言 Form0⊆Form 的翻译映射 t 如下： 

t(p)＝p， t(¬ϕ)＝¬t(ϕ)， t(ϕ∧ψ)＝t(ϕ)∧t(ψ)， t(ϕψαAθ)＝t(ϕ∧ψ→θ)。 

易证 DEPL 能 t-退化为 PC0且是协调的。 

定理 DEPL 相对 Frame 可靠。 

证明：任给框架 F＝〈W, R〉和 F 上赋值[ ]。验证规则 RK1：设[ϕ]⊆[ϕ1∨…∨ϕn]，即 

① [¬ϕ1∧…∧¬ϕn]⊆[¬ϕ]。 

任给 w∈W使得 

② w∈[ϕ1ψαAθ∧…∧ϕnψαAθ]。 

要证 w∈[ϕψαAθ]。据真值集定义（3），只须证 

③ ∀xyz∈W(Rα Awxyz ⇒ x∈[¬ϕ]或 y∈[¬ψ]或 z∈[θ])。 

任给∀xyz∈W使得 Rα Awxyz，要证 

④ x∈[¬ϕ]或 y∈[¬ψ]或 z∈[θ]。 

据②，易见 

∀xyz∈W(Rα Awxyz ⇒ x∈[¬ϕ1]或 y∈[¬ψ]或 z∈[θ])，且…，且  

∀xyz∈W(Rα Awxyz ⇒ x∈[¬ϕn]或 y∈[¬ψ]或 z∈[θ])。 

再据 Rα Awxyz，易见 

（x∈[¬ϕ1]或 y∈[¬ψ]或 z∈[θ]）且…且（x∈[¬ϕn]或 y∈[¬ψ]或 z∈[θ]）。 

所以  （x∈[¬ϕ1]且…且 x∈[¬ϕn]）或（y∈[¬ψ]或 z∈[θ]）。 

因此 x∈[¬ϕ1∧…∧¬ϕn]或 y∈[¬ψ]或 z∈[θ]。再据①，有④。 

验证规则 RK2：类似上面对 RK1 的验证。  

验证规则 RK3：证明类似 3.4.7 对 RK1 的验证。┤ 

定义 DEPL 的典范框架<W, R>如下： 

① W＝{w：w 是 DEPL 的极大一致集}， 

② R＝{Rα A：<α, A>∈Act×Agent}，使得对每一<α, A>∈Act×Agent， 

 Rα A＝{<w, x, y, z>∈W4：∀ϕψθ(ϕψαAθ∈w ⇒ ¬ϕ∈x 或¬ψ∈y 或θ∈z)}。 

定义 DEPL 的典范模型<W, R, [ ]>如下：<W, R>是 DEPL 的典范框架，且 

③ [p]＝|p|， 对每一原子公式 p。 

典范框架主引理  令<W, R>是 DEPL 的典范框架，且令 w∈W。则 

（＃）ϕψαAθ∈w ⇔ ∀xyz∈W(Rα Awxyz ⇒ ¬ϕ∈x 或¬ψ∈y 或θ∈z)， 对所有ϕ, ψ和θ。 

证明：“⇒”：显然。 

“⇐”：任给公式公式ϕ, ψ和θ使得ϕψαAθ∉w。只须证 

① ∃xyz∈W(Rα Awxyz 且ϕ∈x 且ψ∈y 且¬θ∈z)。 

令   X＝{¬ϕ’：ϕ’ψ’αAθ’∈w}， Y＝{¬ψ’：ϕ’ψ’αAθ’∈w}， Z＝{θ’：ϕ’ψ’αAθ’∈w}。 

先证 

② X∪{ϕ}一致。 ③ Y∪{ψ}一致。 ④ Z∪{¬θ}一致。 

假设②不成立，则存在¬ϕ1,…, ¬ϕn∈X使得⊢      ϕ→ϕ1∨…∨ϕn。据规则 RK1，我们有 

⑤ ⊢      ϕ1ψαAθ∧…∧ϕnψαAθ→ϕψαAθ。  

因为¬ϕ1,…, ¬ϕn∈X，所以ϕ1ψαAθ, …, ϕnψαAθ∈w，因此据⑤，有ϕψαAθ∈w。矛盾于设定。 

假设③不成立，则存在¬ψ1,…, ¬ψn∈Y使得⊢      ψ→ψ1∨…∨ψn。据规则 RK2，我们有 

⑥ ⊢      ϕψ1αAθ∧…∧ϕψnαAθ→ϕψαAθ。  

因为¬ψ1,…, ¬ψn∈Y，所以ϕψ1αAθ, …, ϕψ nαAθ∈w，因此据⑥，有ϕψαAθ∈w。矛盾于设定。 



逻辑与认知                                                                  Vol. 3, No.4, 2005 

69 

假设④不成立，则存在θ1,…, θn∈Z使得⊢      θ1∧…∧θn→θ。据规则 RK3，我们有 

⑦ ⊢     ϕψαAθ 1∧…∧ϕψαAθ n→ϕψαAθ。  

因为θ1,…, θn∈Z，所以ϕψαAθ 1, …, ϕψαAθ n∈w，因此据⑦，有[αϕ]ψ∈w。矛盾于设定。 

据②－④和 Lindenbaum-引理，存在 xyz∈W使得   

{¬ϕ’：ϕ’ψ’αAθ’∈w}∪{ϕ}⊆x， {¬ψ’：ϕ’ψ’αAθ’∈w}∪{ψ}⊆y， {θ’：ϕ’ψ’αAθ’∈w}∪{¬θ}⊆z。 

由此易见 Rα Awxyz 成立，从而①成立。┤ 

定理 DEPL 相对 Frame完全。┤ 

易见系统 DEPL 相对上述语义是极小系统。我们还可以增加公理。例如 

（KMP） ϕψαAθ∧ϕ∧ψ→θ。 

这个公理说明，若在当下状态目的和背景知识为真且ϕψαAθ成立，则θ也为真。 

  下面我们来验证 KMP 加入上述系统相对下列框架条件可靠和完全： 

(kmp) Rα Awwww， 对每一 w∈W。 （易见(kmp)表述一种自返关系。） 

可靠性：设① w∈[ϕψαAθ]，且② w∈[ϕ]且 w∈[ψ]。据①，有 

③ ∀xyz∈W(Rα Awxyz 且 x∈[ϕ]且 y∈[ψ] ⇒ z∈[θ])。 

据(kmp)，有 Rα Awwww，再据③，有 w∈[ϕ]且 w∈[ψ] ⇒ w∈[θ]。再据②，有 w∈[θ]。 

完全性：只须验证(kmp)成立。令 W 是所有极大一致集的集合，且令 w∈W。据公理 KMP，

我们有 

ϕψαAθ∈w ⇒ ¬ϕ∈w 或¬ψ∈w 或θ∈w， 对所有公式ϕ, ψ和θ。 

再据典范框架的典范关系的构造，我们有 Rα Awwww。 

我们还可以考虑复合活动的情况。这里我们举例考虑复合活动(α∪β)A： 

（%）R(α∪β) A＝Rα A∪Rβ A。 

易证上述框架条件能完全解释下列公式： 

（Ax∪） ϕψ(α∪β)Aθ↔ϕψαAθ∧ϕψβAθ。 

读者可以考虑框架条件 

R(α;β) A＝Rα A ο Rβ A＝{<w, x, y, z>∈W4：∃z0∈W(Rα Awxyz0 且 Rβ Az0xyz)} 

能否完全解释下列公式： 

（Ax;）  ϕψ(α;β)Aθ↔ϕψαA(ϕψβAθ)。 （[(α;β)A]ϕ, ψθ↔[αA]ϕ, ψ[βA]ϕ, ψθ 18） 

十二、活动后果 

本节我们建立一个逻辑 AA，用于刻画主体 A做了活动α后产生后果ϕ的逻辑特征。 

读者可以将我们这里的工作与文献［8］第 2 节关于实践的逻辑对照起来阅读。 

公式的形成规则：p⏐¬ϕ⏐(ϕ∧ψ)⏐[αA]ϕ⏐Aαϕ， 其中 p∈At，A∈Agent，α∈Act。 

[αA]ϕ的直观意义是：“‘A做完α后ϕ真’是必然的”，而 Aαϕ的直观意义是：主体 A做

完α后产生后果ϕ。前者指的是一种必然性的趋势，而后者只描述了一种实然性，所以[αA]ϕ
和 Aαϕ是不同的。从下面它们的真值集定义就能看出。 

称〈W, R〉是框架，当且仅当，W 是非空集，且 R 是定义域为 Act×Agent 上的映射，使得 

对每一<α, A>∈Act×Agent，Rα A是 W 上的二元通达关系。 

称〈W, R, [ ]〉是模型，当且仅当〈W, R〉是框架且[ ]是从 At 到 P(W)中的映射。 

所有上述框架的类记作 Frame。 

归纳定义ϕ相对 M 的真值集[ϕ]如下： 

（1）w∈[¬ϕ] ⇔ w∉[ϕ]，      （2）w∈[ϕ∧ψ] ⇔ w∈[ϕ]且 w∈[ψ]， 

（3）w∈[[αA]ϕ] ⇔ RαA(w)⊆[ϕ]， （4）w∈[Aαϕ] ⇔ ∀u(uRαAw ⇒ u∈[[αA]ϕ])。 

活动后果系统 AA 定义如下：TA 和 MP 如前定义， 

（KαA）   [αA](ϕ→ψ)→[αA]ϕ→[αA]ψ，  （RNαA）   ϕ／[αA]ϕ， 

                                                        
18 参见［7］的 240页。 
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（AαA）   [αA]ϕ∨[αA]¬Aαϕ，      （RAαA）  <αA>ψ→[αA]ϕ／ψ→Aαϕ。┤ 

说明：公理 AαA的直观意义应该是自然的。 

易见 AA 有下列导出规则[αA]ϕ／ϕ∨Aαϕ和内定理 AαT。 

定义从 Form 到不含模态公式的子语言 Form0⊆Form 的翻译映射 t 如下： 

t(p)＝p， t(¬ϕ)＝¬t(ϕ)， t(ϕ∧ψ)＝t(ϕ)∧t(ψ)， t([αA]ϕ)＝t(Aαϕ)＝t(ϕ)。 

易证 AA 能 t-退化为 PC0且是协调的。 

定理 AA 相对 Frame 可靠。 

证明：任给框架 F＝〈W, R〉和 F 上赋值[ ]。任给 w∈W。 

验证公理 AαA：只须证 w∈[<αA>Aαϕ→[αA]ϕ]。设 w∈[<αA>Aαϕ]。则存在 v∈W使得 

① wRαAv， 且 ② v∈[Aαϕ]。据②，我们有 

③ ∀u(uRαAv ⇒ u∈[[αA]ϕ])。 

据①和③，有 w∈[[αA]ϕ]。 

验证规则 RAαA：设① [<αA>ψ]⊆[[αA] ϕ]。只须证：[ψ]⊆[Aαϕ]。任给 w∈[ψ]。假设要

证结果不成立，则 w∉[Aαϕ]，据真值集定义，存在 u使得② uRαAw， 且 ③ u∉[[αA]ϕ]。 

因为 w∈[ψ]，所以据②，有 u∈[<αA>ψ]。再据①，有 u∈[[αA] ϕ]，矛盾于③。┤ 

令 w 是公式集。定义 w－
[αA]

＝df {ϕ：[αA]ϕ∈w}， w＋
<αA>＝df {<αA>ϕ：ϕ∈w}。┤ 

定义 AA 的典范框架<W, R>如下： 

① W＝{w：w 是 AA 的极大一致集}， 

② R＝{Rα A：<α, A>∈Act×Agent}，使得对每一<α, A>∈Act×Agent， 

RαA＝{<w, u>∈W2：w－
[αA]

⊆u}， 对每一<α, A>∈Act×Agent。 

定义 AA 的典范模型<W, R, [ ]>如下：<W, R>是 AA 的典范框架，且 

③ [p]＝|p|， 对每一原子公式 p。 

典范框架主引理  令<W, R>是 AA 的典范框架，且令 w∈W。则 

（＃）Aαϕ∈w ⇔ ∀u∈W(uRαAw ⇒ [αA]ϕ∈u)。 

证明：“⇒”：设 Aαϕ∈w。任给 u∈W使得 uRαAw。要证[αA]ϕ∈u。为此任给 v∈W使得

uRαAv。最后只须证ϕ∈v。据 uRαAv 和 uRαAw，有① u－
[αA]

⊆v， 且 ② w＋
<αA>⊆u。 

因为 Aαϕ∈w，所以<αA>Aαϕ∈w＋
<αA>，再据②，有<αA>Aαϕ∈u。再据公理 AαA，有[αA]ϕ∈u。 

再据①，有ϕ∈v。 

“⇐”：设 Aαϕ∉w。证：∃u∈W（uRαAw 且¬[αA]ϕ∈u）。据 Lindenbaum-引理，只须证 

③ w＋
<αA> ∪{¬[αA]ϕ}是一致的。 

假设③不成立，则存在<αA>ϕ1, …, <αA>ϕn∈w＋
<αA>使得⊢    <αA>ϕ1∧…∧<αA>ϕn→[αA]ϕ。我们

可以证明类似 3.1.5（6）的结果，从而有⊢    <αA>(ϕ1∧…∧ϕn)→[αA]ϕ。据规则 RAαA，有 

④ ⊢    ϕ1∧…∧ϕn→Aαϕ。 

因为<αA>ϕ1, …, <αA>ϕn∈w＋
<αA>，所以ϕ1, …, ϕn∈w，再据④，有 Aαϕ∈w，矛盾于设定。┤ 

定理 AA 相对 Frame完全。┤ 

系统 AA 相对上述语义是极小系统。我们还可以增加公理。例如，¬Aα⊥。易证完全解
释它的框架条件是：∀w∃u(uRαAw)。 
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