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三类知道活动的逻辑
* 

 

李小五 
(中山大学逻辑与认知研究所，哲学系，广东 广州 510275) 

摘要：我们提出三类知道活动的系统，分别证明它们相对匹配的语义有框架可靠性和框架完全性。 

关键词：知道活动的系统；框架可靠性；框架完全性 

中国分类号:  B81   文献标识码:  A 

 

刘壮虎和李小五在其［1］提出一个对动作（活动）进行认知的逻辑。这个逻辑刻画了

主体对一般动作的广义认知。 

本文我们提出 3类逻辑：KA1，KA2和 ACK。 

KA1本质上是单主体逻辑，用于刻画主体知道自己的思维活动的逻辑性质。 

KA2本质上是多主体逻辑，用于刻画主体相对一群主体知道一般活动的逻辑性质。 

ACK引入活动条件句并引入二元认知算子来认知具有某种关联的两个活动。 

本文提到但未定义的概念和记号，请参见后面的参考文献［1］和［5］－［7］。 

任给集合 X，本文我们用 P(X)表示 X的幂集。 

 

1   知道活动的逻辑 KA1 

 

本节我们关注一类特殊的活动――思维活动。在此我们只关心单个主体的思维活动。单

个主体也可以有许多不同的思维活动。例如，思索、凝思、沉思、深思、反思、三思、构思、

相思、寻思、哀思、愁思、神思、遐思、幽思、追思、单相思、略加思索、长考（围棋术语）、

等等。 

我们推广上述说法，规定单个主体可以有可数无穷多个思维活动α1,…, αn,…，其中每一

个αn表示该主体的一种具体的思维活动。 

 

1、形式系统及其证明论 

1.1.1定义 

（1）本节用 Act 表示某个固定主体的可数无穷多个活动的集合，用 At＝{p1, p2,…}表示

可数无穷多个原子公式的集合，用ϕ, ψ和θ（加或不加下标）表示公式，其形成规则如下：  

   p¬ϕ(ϕ∧ψ)Kϕ[α]ϕKα， 其中 p∈At，α∈Act。 

（2）所有公式的集合记为 Form。┤ 

说明：Kϕ的直观意义是：（主体）知道命题ϕ。 

[α]ϕ通常的直观意义是：“‘做了α后ϕ真’是必然的”（It is necessary that after executing α, 

ϕ is true，参见文献［2］的第 166 页），或者“在当前状态，无论怎样做活动α都导致一个使

ϕ成立的状态”（any execution of action α from the present state leads to a state bearing the 
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information ϕ，参见［4］的第 12页）。因为本文涉及的活动都是思维活动，所以[α]ϕ在这里
的直观意义是：用α-思考后必有ϕ。因此比较自然的解释是：[α]ϕ中的ϕ描述的是主体通过
α-思考后的思维后果。 

Kα的直观意义是：（主体）知道活动α。 

注意：Kα也是一种原子公式，因为除了它自身，它不由其他子公式构成。 

 

1.1.2规定与缩写 

（1）联结符∨，→和↔的缩写定义如通常。 

（2）为了叙述方便，我们规定联结符的结合力。 

此外，我们规定同形联结符满足右向结合原则。例如，ϕ→ψ→θ 表示 ϕ→(ψ→θ)。 

（3）T定义为 p1∨¬p1，⊥ 定义为¬T。 

（4）我们常用⇔表示“当且仅当”，用⇒表示“若…，则…”，用～表示“并非”。┤ 

 

为了简洁和突出主题，下面我们引入一个较小的系统，保留进一步扩充的可能。 

1.1.3定义 

知道活动系统 KA1定义如下：对所有α∈Act和ϕ, ψ∈Form， 

公理（模式）：  

（TA）    所有重言式的代入特例， 

（KK）    K(ϕ→ψ)→Kϕ→Kψ， 

（TK）    Kϕ→ϕ， 

（Kα）    [α](ϕ→ψ)→[α]ϕ→[α]ψ， 

（KA）     Kα→[α]ϕ→Kϕ， 

（AKA）  [α]Kα， 

（4A）     Kα→KKα。 

推理规则： 

（MP）      ϕ, ϕ→ψ／ψ，  

（RNK）     ϕ／Kϕ， 

（RNα）     ϕ／[α]ϕ。┤ 

说明： 

KA 的直观意义是：知思故知思之果。 

AKA 的直观意义是：思而知思是必然的。 

4A 称为正反思公理，还可以引入负反思公理。 

TK，AKA 和 4A 称为 KA1 的特征公理。这样称谓是因为我们在后面将看到，需要一定

的语义条件（框架条件）才能保证它们有效。 

令 PC0是用不含模态算子[α]和 K 的公式表述的、由 TA 和 MP 构成的系统。 

 

1.1.4 定义  

（1）我们用 ⊢  ϕ 表示ϕ是 KA1 的内定理：ϕ在 KA1 中有一个形式证明。 

（2）KA1 的全体内定理的集合记为 Th(KA1)。 

（3）我们也用 ⊬  ϕ 表示ϕ∉Th(KA1)。┤ 

 

1.1.5 引理 

下面是 KA1 的导出规则和内定理： 

（1）ϕ→ψ／Kϕ→Kψ，            
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（2）ϕ→ψ／[α]ϕ→[α]ψ， 

（3）ϕ1∧…∧ϕn→ϕ／Kϕ1∧…∧Kϕn→Kϕ 

（4）ϕ1∧…∧ϕn→ϕ／[α]ϕ1∧…∧[α]ϕn→[α]ϕ， 

（5）Kα↔KKα， 

（6）Kα→K([α]ϕ→Kϕ)。 

证明： 

我们只给出证明的主要步骤和主要根据。请读者自行补充细节。 

（1）－（4）如通常所证。 

（5）据 4A 和 TK。 

（6）据 KA 和（1），有 KKα→K([α]ϕ→Kϕ)，再据 4A。┤ 

说明： 

据（5），K 相对活动的叠加没有意义。 

据（6）和 TK立得 KA，所以 KA 和（6）相对其他公理和规则可以等价置换。 

  

1.1.6定义 

（1）定义从 Form 到不含模态算子[α]和 K 的子语言 Form0⊆Form 的翻译映射 t 如下： 

t(Kα)＝t( T )；   

t(p)＝p，∀p∈At； 

t(¬ϕ)＝¬t(ϕ)；  

t(ϕ∧ψ)＝t(ϕ)∧t(ψ)； 

t(Kϕ)＝t([α]ϕ)＝t(ϕ)。 

（2）任给ϕ∈Form，称 t(ϕ)是ϕ的 t-翻译。┤ 

 

1.1.7定义 令 S 和 T 是任意两个公理化系统。 

我们称 S 能 t-退化为 T，当且仅当，S 的所有内定理的 t-翻译是 T 的内定理。┤ 

 

1.1.8 翻译定理 KA1 能 t-退化为 PC0。 

证明：据上面的定义，证明显然。┤ 

 

1.1.9 定义  

称公理化系统 S 是协调系统，当且仅当，不存在ϕ使得ϕ和¬ϕ都是 S 的内定理。┤ 

 

1.1.10 定理 KA1 是协调的。 

证明：假设 KA1 不协调，则存在ϕ使得ϕ和¬ϕ都是 KA1 的内定理。据上面的定理，t(ϕ)

和¬t(ϕ)都是 PC0的内定理，矛盾于 PC0 的协调性。┤ 

2、关系语义和可靠性定理 

1.2.1 定义  

（1）称 F＝〈W, RK, R〉是框架，当且仅当， 

① W 是非空集， 

② RK是 W 上的二元通达关系， 

③ R＝{Rα：α∈Act}，使得对每一α∈Act，Rα是 W 上的二元通达关系。 

（2）称 M＝〈W, RK, R , [ ]〉是模型，当且仅当，〈W, RK, R〉是框架且 

④ [ ]是从 At 到 P(W)中的映射。 
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（3）[ ]也称为框架 F 上的指派映射。┤ 

 

1.2.2 定义 令〈W, RK, R〉是框架。任给 w∈W。 

（1）RK(w)∷＝{u∈W：wRKu}， 

（2）Rα(w)∷＝{u∈W：wRαu}， ∀α∈Act。┤ 

 

任给集合 X，我们定义有界量词表达式如下： 

∀x∈Xϕ∷＝∀x(x∈X→ϕ)， 

∃x∈Xϕ∷＝∃x(x∈X∧ϕ)。 

 

1.2.3 真值集定义 令〈W, RK, R , [ ]〉是模型。 

对每一复合公式或形如 Kα的公式ϕ，定义ϕ相对〈W, RK, R , [ ]〉的真值集[ϕ]如下：任给

w∈W 和α∈Act， 

（1）w∈[¬ϕ] ⇔ w∉[ϕ]， 

（2）w∈[ϕ∧ψ] ⇔ w∈[ϕ]且 w∈[ψ]， 

（3）w∈[ Kϕ] ⇔ RK(w)⊆[ϕ]，  

（4）w∈[[α]ϕ] ⇔ Rα(w)⊆[ϕ]，  

（5）w∈[Kα] ⇔ ∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))。┤ 

说明：（5）的直观意义是： 

在 w中认知α，当且仅当，在从 w认知通达的任何世界 u中认知α的所有后果。 

（5）实际上是一个点框架条件：相对点 w 定义的框架条件。作为一种特殊的原子公式，Kα
在 w 中的真值只依赖它的点框架条件。这是指：Kα在 w 中的真值在任何指派映射下都相同。

因此点框架条件定义的是点框架有效性。从另一个角度，我们也可以把上面的模型看做是一

种一般框架（general frame）上的模型：这样的一般框架除了满足［4］第 29 页 1.32 的条件

(i)－(iii)以外，还满足： 

(iv)  {w：∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))}∈A。 

 

1.2.4定义  

（1）称框架〈W, RK, R〉是 de1-框架，当且仅当，下列框架条件成立：对任意 w∈W 和

α∈Act， 

(tk)   w∈RK(w)， 

(aka) ∀u∈Rα(w)∀v∈RK(u)(RK(v)⊆Rα(v))， 

(4a)  ∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u)) ⇒ ∀u∈RK(w)∀v∈RK(u)(RK(v)⊆Rα(v))。   

（2）所有的 de1-框架的类记作 Frame(de1)。┤ 

 

1.2.5 有效性定义 令 F＝〈W, RK, R〉是框架，M＝〈W, RK, R , [ ]〉是模型。 

（1）称ϕ在 M 中有效，记为 M ⊨  ϕ，当且仅当，[ϕ]＝W；否则称ϕ在 M 中不有效，记

为 M    ⊭
               

   ϕ。 

（2）称ϕ在 F 中有效，记为 F ⊨  ϕ，当且仅当，对 F 上的任意指派映射[ ]，有[ϕ]＝W；

否则称ϕ在 F 中不有效，记为 F
 

  ⊭
               

    ϕ。 

（3）称规则ϕ1, …, ϕn／ψ相对M 保持有效性，当且仅当，若[ϕ1]＝…＝[ϕn]＝W，则[ψ]

＝W  。┤ 

 

如通常易证： 
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1.2.6 引理 令M＝〈W, RK, R , [ ]〉是模型。则 

（1）[¬ϕ]＝W－[ϕ]， 

[ϕ∧ψ]＝[ϕ]∩[ψ]， 

[ϕ∨ψ]＝[ϕ]∪[ψ]， 

[⊥]＝∅，[ T ]＝W。 

（2）[ϕ]∩[ϕ→ψ]⊆[ψ]。 

（3）[ϕ→ψ]＝W ⇔ [ϕ]⊆[ψ]。 

（4）[ϕ↔ψ]＝W ⇔ [ϕ]＝[ψ]。┤ 

 

1.2.7 定义  

（1）称系统 S 相对框架类 C 是框架可靠系统，当且仅当，S 的内定理在 C 的所有框架

中有效。 

（2）称系统 S 相对框架类 C 是框架完全系统，当且仅当，在 C 的所有框架中有效的公

式是 S 的内定理。┤ 

 

1.2.8 框架可靠性定理 

KA1 相对框架类 Frame(de1)是可靠的。 

证明：任给 de1-框架 F＝〈W, RK, R〉和 F 上赋值[ ]。 

下面验证 KA1 的公理相对 M＝<F, [ ]>有效且 KA1 的推理规则相对 M 保持有效性。 

公理 TA，KK和 Kα，规则 MP，RNK和 RNα的验证如通常。 

验证公理 TK：任给 w∈[Kϕ]。据定义 1.2.3（3），RK(w)⊆[ϕ]，据(tk)，我们有 w∈[ϕ]。 

验证公理 KA：任给 w∈[Kα]。据 1.2.3（5），有 

∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))。 

据(tk)，有 

  （%）RK(w)⊆Rα(w)。 

任给公式ϕ使得 w∈[[α]ϕ]，据 1.2.3（4），有 

Rα(w)⊆[ϕ]。 

再据（%），有 RK(w)⊆[ϕ]，因此 w∈[Kϕ]。 

验证公理 AKA：假设[α]Kα在 M 中不有效，则存在 w∈W 使得 w∉[[α]Kα]。据 1.2.3（4），  

Rα(w) � [Kα]， 

所以存在 u∈W 使得 

① u∈Rα(w)， 且 

② u∉[Kα]。 

据①和 1.2.4 的(aka)，我们有 

∀v∈RK(u)(RK(v)⊆Rα(v))。 

再据 1.2.3（5），有 u∈[Kα]，矛盾于②。 

验证公理 4A：任给 w∈[Kα]。据 1.2.3（5），有 

∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))。 

据 1.2.4 的(4a)，有 

    ∀u∈RK(w)∀v∈RK(u)(RK(v)⊆Rα(v))。 

所以据 1.2.3（5），有 

    ∀u∈RK(w)(u∈[Kα]) 

再据 1.2.3（3），有 w∈[KKα]。┤ 
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3、完全性定理 

1.3.1 定义 令 w 是公式集。 

（1）称 w 是一致集，当且仅当，对所有有穷公式序列ϕ1,…, ϕn∈w，有 

 ⊬  ¬(ϕ1∧…∧ϕn)。 

（2）称 w 是极大集，当且仅当，对所有ϕ∈Form，有ϕ∈w 或¬ϕ∈w。 

（3）称 w 是极大一致集，当且仅当，w既是一致的又是极大的。 

（4）称 KA1 是一致系统，当且仅当，Th(KA1)是一致的。┤ 

 

1.3.2 引理 KA1 是一致的。 

证明：假设 KA1 不一致。则 Th(KA1)不一致，所以存在ϕ1,…, ϕn∈Th(KA1)使得 

    ⊢   ¬(ϕ1∧…∧ϕn)。 

另一方面，因为ϕ1,…, ϕn∈Th(KA1)，所以易证 

    ⊢  ϕ1∧…∧ϕn。 

据定义 1.1.9，KA1 不协调，矛盾于定理 1.1.10。┤ 

 

因为 KA1 是 PC 的扩充，所以如通常的证明（参见［5］第 2章），我们可以得到下面

几个结果。 

 

1.3.3 引理  

（1）令 w 是极大一致集。则 

   ¬ϕ∈w ⇔ ϕ∉w， 

ϕ∧ψ∈w ⇔ ϕ∈w 且ψ∈w， 

ϕ∨ψ∈w ⇔ ϕ∈w 或ψ∈w， 

ϕ∈w 且⊢ ϕ→ψ ⇒ ψ∈w， 

ϕ∈w 且ϕ→ψ∈w ⇒ ψ∈w， 

(ϕ∈w ⇒ ψ∈w) ⇔ ϕ→ψ∈w。 

（2）令 w 是极大一致集。则 Th(KA1)⊆w。 

（3）ϕ属于每一以 w 为子集的极大一致集，当且仅当，存在ϕ1,…, ϕn∈w 使得 

⊢  ϕ1∧…∧ϕn→ϕ。 

（4）若          ⊬  ϕ，则存在极大一致集 w 使得ϕ∉w。 

（5）令Φ是公式集。若Φ∪{¬ϕ}不一致，则存在ϕ1,…, ϕn∈Φ使得 

    ⊢  ϕ1∧…∧ϕn→ϕ。 

（6）（Lindenbaum-引理）令 w 一致。则存在极大一致集 u 使得 w⊆u。┤ 

 

1.3.4 定义  

|ϕ|∷＝{w：w 是极大一致集使得ϕ∈w}。┤ 

 

1.3.5 引理  

令W 是所有极大一致集的集合。 

（1）|¬ϕ|＝W－|ϕ|，  

|ϕ∧ψ|＝|ϕ|∩|ψ|， 

|ϕ∨ψ|＝|ϕ|∪|ψ|， 

| ⊥ |＝∅，| T 

|＝W。 
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（2）|ϕ|∩|ϕ→ψ|⊆|ψ|。 

（3）|ϕ→ψ|＝W ⇔ |ϕ|⊆|ψ| ⇔ ⊢    ϕ→ψ。 

（4）|ϕ↔ψ|＝W ⇔ |ϕ|＝|ψ| ⇔ ⊢   ϕ↔ψ。┤ 

 

1.3.6 定义 令 w 是公式集。 

w－K
∷＝{ϕ：Kϕ∈w}，  

 w－

[α]
∷＝{ϕ：[α]ϕ∈w}。┤ 

 

1.3.7 引理 令W 是所有极大一致集的集合，令 w∈W。则 

（1）Kϕ∈w ⇔ ∀u∈W(w－K⊆ u ⇒ ϕ∈u)。 

（2）[α]ϕ∈w ⇔ ∀u∈W(w－
[α]
⊆ u ⇒ ϕ∈u)。 

证明： 

（1）“⇒”：显然。下证“⇐”：设 

① 任给 u∈W，若 w－K⊆u，则ϕ∈u。 

这意味ϕ属于每一以 w－K为子集的极大一致集。据引理 1.3.3（3），存在ϕ1,…, ϕn∈w－K使得 

② ⊢  ϕ1∧…∧ϕn→ϕ。 

据 1.1.5（3），我们有 

③ ⊢  Kϕ1∧…∧Kϕn→Kϕ。  

因为ϕ1,…, ϕn∈w－K，所以 Kϕ1,…, Kϕn∈w，所以据③和 1.3.3（1），有 Kϕ∈w。 

（2）类似（1）据 1.1.5 的（4）同理可证。┤ 

 

1.3.8 定义 

（1）定义 KA1 的典范框架<W, RK, R>如下： 

① W＝{w：w 是极大一致集}， 

② RK＝{<w, u>∈W2：w－K⊆u}， 

③ R＝{Rα：α∈Act}，使得对每一α∈Act， 

Rα＝{<w, u>∈W2：w－

[α]
⊆u}。 

（2）定义 KA1 的典范模型<W, RK, R , [ ]>如下：<W, RK, R>是 KA1 的典范框架，且 

④ [p]＝|p|， 对每一原子公式 p∈At。┤ 

说明： 

据引理 1.3.2，KA1 一致，所以 W 非空，因此 F 和 M 是良定义的。 

 

1.3.9典范框架主引理  令<W, RK, R>是 KA1 的典范框架且 w∈W。则 

Kα∈w ⇔ ∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))。 

证明： 

“⇒”：设 Kα∈w。据公理 4A，有 

① KKα∈w。 

要证 

② ∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))。 

任给 u∈RK(w)，只须证 

③ RK(u)⊆Rα(u)。 

任给 v∈RK(u)，只须证 v∈Rα(u)，即要证 

④ u－
[α]
⊆v。 

任给ϕ∈u－
[α]
，最后只须证 
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  ⑤ ϕ∈v。 

因为ϕ∈u－
[α]
，所以 

⑥ [α]ϕ∈u。 

因为 u∈RK(w)，故据①和 1.3.7（1），有 Kα∈u。再据⑥和公理 KA，有 Kϕ∈u，因为 v∈RK(u)，

故有⑤。 

“⇐”：设 Kα∉w。要证： 

⑦ 存在 u∈RK(w)和 v∈RK(u)使得 v∉Rα(u)。 

即要证 

⑧ 存在 u∈W 使得 

(a) w－K⊆u， 且 

(b) 存在 v∈W 使得 u－K⊆v 但 u－
[α]

 � v。 

令Φ＝w－K∪{¬Kα}。先证： 

⑨ Φ是一致的。 

假设Φ不一致。据 1.3.3（5），有ϕ1,…, ϕn∈w－K
使得 

  ⊢  ϕ1∧…∧ϕn→Kα。 

据 1.1.5（3），我们有 

⑩ ⊢  Kϕ1∧…∧Kϕn→KKα。 

因为ϕ1,…, ϕn∈w－K
，所以 Kϕ1,…, Kϕn∈w，再据⑩有 KKα∈w。再据公理 TK，有 Kα∈w，矛

盾于设定。   

这样我们证明了⑨成立。据⑨和 Lindenbaum-引理，存在 u∈W 使得Φ⊆u，所以易见(a)

成立且 

⑪ Kα∉u。 

最后我们只须证明(b)。先证 u－
K
一致。假设它不一致。则存在ϕ1,…, ϕn∈u－

K
使得 

⊢  ¬(ϕ1∧…∧ϕn)。 

再据公理 TA，有  

⊢  ϕ1∧…∧ϕn→Kα。 

据 1.1.5（3），我们有 

⑫ ⊢  Kϕ1∧…∧Kϕn→KKα。 

因为ϕ1,…, ϕn∈u－
K
，所以 Kϕ1,…, Kϕn∈u，再据⑫，有 KKα∈u。再据公理 TK，有 Kα∈u，矛

盾于⑪。 

这样我们证明了 u－
K
是一致的。据 Lindenbaum-引理，存在 v∈W 使得 

⑬ u－
K
⊆v。 

因为¬Kα∈u－
K
，所以据⑬，有 

⑭ Kα∉v。 

因为公理[α]Kα∈u，所以 Kα∈u－
[α]
，再据⑭，我们有 u－

[α]
 � v。再据⑬，我们有(b)。┤ 

 

1.3.10典范模型基本定理  

令M＝<W, RK, R , [ ]>是 KA1 的典范模型。 

（1）ϕ∈w ⇔ w∈[ϕ]， 对每一 w∈W 和公式ϕ。 

（2）| ϕ|＝[ϕ]， 对每一公式ϕ。 

证明： 

（2）从（1）易得。所以我们只须证（1）。 
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施归纳于ϕ的结构。 

情况 1 ϕ是原子公式：据定义 1.3.8 的④。 

情况 2 ϕ＝¬ψ：如通常所证。 

情况 3 ϕ＝ψ∧θ：如通常所证。 

情况 4 ϕ＝Kψ：易见 

    Kψ∈w ⇔ ∀u∈W(w－K⊆ u ⇒ ψ∈u)   据 1.3.7（1） 

⇔ ∀u∈W(wRKu ⇒ u∈|ψ|)     据 1.3.8 的②和 1.3.4 

⇔ ∀u∈W(wRKu ⇒ u∈[ψ])  据归纳假设 

⇔ w∈[Kψ]。               据 1.2.3 的（3） 

情况 5 ϕ＝[α]ψ：据引理 1.3.7（2），本情况证明类似上一情况的证明。 

情况 6 ϕ＝Kα：我们有 

Kα∈w ⇔ ∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))  据上面的主引理 

 ⇔ w∈[Kα]。              据 1.2.3 的（5）┤ 

 

1.3.11 定理 令M 是 KA1 的典范模型。则 

M ⊨
 

ϕ ⇔ ⊢    ϕ， 对每一公式ϕ。 

证明： 

 ⊢    ϕ ⇔ |ϕ|＝W   据引理 1.3.3（2）和（4） 

⇔ [ϕ]＝W
      据上一定理 

     ⇔ M ⊨ϕ    据有效性定义 1.2.5。┤ 

 

1.3.12 引理  

KA1 的典范框架是 de1-框架。 

证明： 

令 F＝<W, RK, R>是 KA1 的典范框架。下面验证 F 满足定义 1.2.4 给出的框架条件。 

验证(tk)：任给 w∈W。据公理 TK，有 

Kϕ→ϕ∈w， 对所有公式ϕ。 

由此易证 w－K⊆w。所以 w∈RK(w)。 

验证(aka)：任给 w, u∈W 使得 u∈Rα(w)，则 

（1）w－

[α]
⊆u，  

据公理 AKA，有[α]Kα∈w，再据（1），有 Kα∈u。据主引理 1.3.9，有 

∀v∈RK(u)(RK(v)⊆Rα(v))。 

验证(4a)：任给 w∈W 使得 

∀u∈RK(w)(RK(u)⊆Rα(u))。 

据主引理 1.3.9，有 Kα∈w，据公理 4A，有 KKα∈w。再据 1.3.7（1），有 

∀u∈RK(w)(Kα∈u)。 

再据主引理 1.3.9，有 

∀u∈RK(w)∀v∈RK(u)(RK(v)⊆Rα(v))。┤ 

 

1.3.13框架完全性定理 

KA1 相对框架类 Frame(de1)是完全的。 

证明：只须证： 

(%) 若ϕ不是 KA1 的内定理，则ϕ在某个 de1-框架中不有效。 

设ϕ不是KA1的内定理。令M＝<W, RK, R , [ ]>是KA1的典范模型。据设定和定理1.3.11，
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有M   ⊭   ϕ，故<W, RK, R>     ⊭   ϕ。再据上一引理，<W, RK, R>是 de1-框架，故(%)成立。┤ 

 

下面我们来考虑 KA1的几个变种： 

1、若我们用下列真值集定义 

（＃）w∈[Kα] ⇔ ∀ϕ∈Form(w∈[[α]ϕ→Kϕ]) 

代替 1.2.3（5），则我们要用下面的引理代替 1.3.9： 

 

1.3.9-1引理 令 w 是极大一致集。则 

Kα∈w ⇔ ∀ϕ∈Form([α]ϕ→Kϕ∈w)。 

据公理 KA易证“⇒”。 

证明“⇐”：设 Kα∉w，则¬Kα∈w。要证： 

（1）存在ϕ∈Form 使得[α]ϕ→Kϕ∉w。 

即要证 

（2）存在ϕ∈Form 使得[α]ϕ∧¬Kϕ∈w。 

因此关键问题是要找到满足（2）表述的性质的ϕ。 

 

第一种方案是如前令ϕ＝Kα。因为¬Kα∈w，所以我们需要 

（Ax）¬Kα→[α]Kα∧¬KKα， 

作为公理才能有 

[α]Kα∧¬KKα∈w， 

使得（2）表述的性质成立。而 Ax 等价下面两公式 

KKα→Kα， ¬[α]Kα→Kα。 

因此我们有相应的 1 知道活动系统 KA1-1。它是用下面两个公理替换 KA1中的 TK 

，AKA

和 4A得到的系统： 

（AK1） KKα→Kα， 

（AK2）  ¬[α]Kα→Kα。 

这样的系统也可以看作是（相对上述语义且要求框架完全性定理成立的）极小系统。公理

AK1是 KA1的公理 TK的一个特例，而 AK2从直观上看也比较自然： 

若我不思而知我思是必然的，则我知我思。 

若我们不局限于考虑当前主体的思维活动，而是考虑一般的活动（这样的活动甚至不是当前

主体做的活动），则 AK2从直观上看仍然比较自然： 

若不做α而使我知α是必然的，则（一般地）我知α。 

注意：上述（＃）可以表示为 

w∈[Kα] ⇔ RK(w)⊆Rα(w)。 

这是 1.2.3（5）的特例。考虑下列系统： 

（TA）    所有重言式的代入特例， 

（KK）    K(ϕ→ψ)→Kϕ→Kψ， 

（TK）     Kϕ→ϕ， 

（Kα）    [α](ϕ→ψ)→[α]ϕ→[α]ψ， 

（KA）     Kα→[α]ϕ→Kϕ， 

（AKA）  [α]Kα， 

（MP）     ϕ, ϕ→ψ／ψ，  

                                                                 
1  这里的“相应的”是指下面给出的系统相对上述真值集定义和相应的框架条件有框架可靠性定理

和框架完全性定理。 
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（RNK）    ϕ／Kϕ， 

（RNα）    ϕ／[α]ϕ。 

易证此系统相对满足下列框架条件的全体框架类是框架可靠和框架完全的： 

(tk)   w∈RK(w)， 

(aka) ∀u∈Rα(w)(RK(u)⊆Rα(u))。 

 

第二种方案是令（2）中的ϕ＝¬Kα。为了证明引理 1.3.9-1 的“⇐”，我们需要下列公理： 

（AK3） K¬Kα→Kα， 

（AK4） <α>Kα→Kα， 其中<α>ϕ＝¬[α]¬ϕ。 

用 AK3 和 AK4替换 KA1-1 中的 AK1 和 AK2，我们就得到知道活动系统 KA1-2。 

易见 AK3 等价 

¬Kα→¬K¬Kα。 

而这描述了当前主体对活动没有负反思能力。事实上，Ch. Meyer 和 W. van der Hoek 在其［3］

（第 23 页）指出句子型的负反思公理¬Kϕ→K¬Kϕ在哲学上相当有争议。推而广之，活动
型的负反思公理¬Kα→K¬Kα也有不自然之处，从而使 AK3有一定的合理性。 

 

2、据［4］的第 12 页，<α>ϕ直观表示“在当前状态，某个能终止的对活动α的贯彻导
致一个使ϕ成立的状态”（some terminating execution of action α from the present state leads to a 

state bearing the information ϕ）。 

若我们用下列真值集定义 

w∈[Kα] ⇔ ∀ϕ∈Form(w∈[<α>ϕ→Kϕ]) 

代替上面的（＃），则我们要用下面的引理代替 1.3.9-1： 

 

1.3.9-2 引理 令 w是极大一致集。则 

Kα∈w ⇔ ∀ϕ∈Form(<α>ϕ→Kϕ∈w)。 

若我们有公理 

（KA<>）  Kα→<α>ϕ→Kϕ， 

则易证“⇒”。 

证明“⇐”：设 Kα∉w，要证： 

（3）存在ϕ∈Form使得<α>ϕ→Kϕ∉w。 

即要证 

（4）存在ϕ∈Form使得<α>ϕ∧¬Kϕ∈w。 

这里也相应地有两个方案。 

 

第一种方案是令（4）中ϕ＝Kα。因为¬Kα∈w，所以我们需要公理 

（Ax<>）¬Kα→<α>Kα∧¬KKα， 

作为公理才能有 

<α>Kα∧¬KKα∈w， 

从而使（4）表述的性质成立。而 Ax<>等价 AK1和 

（AK5）  ¬<α>Kα→Kα， 

我们用 KA<>和 AK5替换 KA1-1中的 KA和 AK2，我们就得到知道活动系统 KA1-3。 

 

第二种方案是令（4）中的ϕ＝¬Kα。为了证明引理 1.3.9-2的“⇐”，我们需要 AK3和 
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（AK6）  [α]Kα→Kα。2 

用 AK3和 AK6替换 KA1-3中的 AK1和 AK5，我们就得到知道活动系统 KA1-4。 

对系统 KA1-1－KA1-4中的 AK-型公理 AK1－AK6增加相应的框架条件，我们就能得

到相应的框架可靠性定理和框架完全性定理。请读者自己动手做一下。 

 

除了令ϕ＝Kα和ϕ＝¬Kα之外，我们还可以根据实际情况令ϕ是其他公式。例如，ϕ可以

是下面公式中的一个 

[α]Kα，¬[α]Kα，<α>Kα，¬<α>Kα， 

[α]<α>Kα，<α>[α]Kα，……。 

 

从无穷逻辑的角度，我们可以把联结符∧概括为对可数无穷多个公式的集合的合取∧。

这样，我们可以用下面的公理来代替公理 KA 和 AKA： 

  Kα↔∧{[α]ϕ→Kϕ：α∈Act}。 

加上其他必要的修改能得到无穷逻辑型的逻辑 3 。 

 

知道活动 Kα还应该有其他表述。例如，若我们把 Kα直观解释为“知道α能做”，那么，

我们可以在系统中增加公理 Kα↔K<α>T。由此也能推出不少有趣的东西。 

 

我们也可以把认知算子 K全部改成□。□α的直观意义是“α是本体论必然的(ontological 

necessity)”。这样，我们的动态认知逻辑变成客观动态逻辑。这也很有趣。例如，公理 KA

和 AKA变成 

 

□α→[α]ϕ→□ϕ，  [α]□α。 

前者很自然，而后者表示“无论怎样做了活动α都使α成为必然”。这也说的过去。 

 

2   知道活动的逻辑 KA2 
 

逻辑 KA2沿着［6］的思路进行。先定义“主体 A做了活动α”，然后根据 A知道一群

主体 G中的某个（或全部）主体做了α来定义两个相对 G的知道活动算子。 

由于描述和证明 KA2的概念和成果的许多内容从形式上重复上节，所以下面我们在许

多地方只提到与上节内容不同之处。 

 

2.1.1定义 

（1）本节用 Agent 表示有穷个主体的集合。 

（2）用 Act 表示可数无穷多个活动的集合。
4 

（3）公式的形成规则如下： 

   p¬ϕ(ϕ∧ψ)[αA]ϕKAϕAα， 其中 p∈At，α∈Act，A∈Agent。 

Aα也是原子公式，因为除了它自身，它不由其他子公式构成。 

（4）所有公式的集合记为 Form。 

（5）任给公式集 X，∧X 和∨X分别表示把 X 中所有元素按某个序合取和析取起来得

到的公式。 

缩写定义 

                                                                 
2  AK6 也是 TK的特例。 
3  参见后面列的文献［7］。 
4  这里的活动是指抽象的活动。如“吃了”，而不是哪个主体吃了。 
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[α]ϕ∷＝∧{[αA]ϕ：A∈Agent}， 

Gα∷＝∧{Aα：A∈G}， 

Gα∷＝∨{Aα：A∈G}，  

WKA，G α∷＝KA Gα， 

SKA，G α∷＝KAGα。┤ 

说明： 

[αA]ϕ的直观意义是：“‘A 做了α后ϕ真’是必然的”。 

KAϕ直观意义是： “主体 A 知道命题ϕ”。 

Aα的直观意义是： “主体 A 做了活动α”。 

Gα的直观意义是： “群体 G 做了集体活动α”。 

WKA，G α读作： “主体 A 相对 G弱知活动α”。 

SKA，G α读作： “主体 A 相对 G强知活动α”。 

“相对群体 G 弱知一个活动”接近我们通常意义上的知道活动概念。例如，我知道太

空行走这样的活动，甚至我知道（致死的）自杀活动，这是因为在我所知的范围 G 中有人

做过这样的活动，不见得一定是我做过。“相对群体 G强知一个活动”这样的概念相当于知

道关于 G的集体活动。例如，我知道我系的老师都上过课。若我们把主体群 G看作是一个

社会，则我们定义的WKA，G α和 SKA，G α是一种具有社会学意义的认知概念，可以深入研究。 
 

2.1.2 规定与缩写 形如 1.1.2。┤ 

 

2.1.3 定义 

知道主体的系统 KA2 定义如下：对所有α∈Act，ϕ, ψ∈Form，A∈Agent 和 G⊆Agent， 

（TA）    所有重言式的代入特例， 

（KαA）   [αA](ϕ→ψ)→[αA]ϕ→[αA]ψ， 

（KA）    KA(ϕ→ψ)→KAϕ→KAψ， 

（TA）    KAϕ→ϕ， 

（A1）     Aα→[αA]ϕ→ϕ， 

（A2）    [αA]Aα。 

（MP）     ϕ, ϕ→ψ／ψ，  

（RNαA）   ϕ／[αA]ϕ， 

（RNA）    ϕ／KAϕ。┤ 

说明： 

A1 和 A2从直观上说应比较自然。 

TA和 A2 称为 KA2 的特征公理。 

令 PC0是用不含模态算子[αA]和 KA的公式表述的、由 TA 和 MP 构成的系统。 

 

2.1.4 定义 形如 1.1.4。┤ 

 

2.1.5 引理  

下面是 KA2 的导出规则和内定理：对所有α∈Act，ϕ, ψ∈Form，A∈Agent 和 G⊆Agent， 

（1）ϕ→ψ／[αA]ϕ→[αA]ψ； 

（2）ϕ1∧…∧ϕn→ϕ／[αA]ϕ1∧…∧[αA]ϕn→[αA]ϕ， 

（3）ϕ／[α]ϕ；  

（4）[α](ϕ→ψ)→[α]ϕ→[α]ψ； 
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（5）ϕ→ψ／KAϕ→KAψ；           

（6）ϕ1∧…∧ϕn→ϕ／KAϕ1∧…∧KAϕn→KAϕ； 

（7）Gα→Aα， Aα→Gα， 对每一 A∈G； 

（8）Agent α→Gα； 

（9）SKA，G α→WKA，G α； 

（10）SKA，Agent α→SKA，G α，  

WKA，G α→WKA，Agent α； 

（11）SKA，G α→SKA，{A} α， 对每一 A∈G，  

WKA，{A} α→WKA，G α， 对每一 A∈G。 

证明： 

（1）－（4）据 KαA和 RNαA如通常所证。 

（5）－（6）据 KA和 RNA如通常所证。 

（7）－（11）据 2.1.1（6）显然。┤ 

说明： 

从（3）和（4），我们可以看到，我们的系统是通常动态逻辑的扩充和细化。 

 

2.1.6定义 

定义不含模态算子[αA]和 KA以及形如 Aα的 Form0⊆Form 的翻译映射 t 如下： 

t(p)，t(¬ϕ)和 t(ϕ∧ψ)如前定义； 

t(Aα)＝t( T )； 

t([αA]ϕ)＝t(KAϕ)＝t(ϕ)。┤ 

 

如前定义 t-退化和协调性概念，可证 

KA2能 t-退化为 PC0且 KA2是协调的。 

 

2.2.1定义  

（1）称〈W, R〉是框架，当且仅当， 

① W 是非空集， 

② R 是定义域为(Act×Agent)∪Agent 的映射，使得对每一<α, A>∈Act×Agent，R(α, A)

是 W 上的二元通达关系；且对每一 A∈Agent，R(A)也是 W 上的二元通达关系。 

（2）称〈W, R, [ ]〉是模型，当且仅当，〈W, R〉是框架且 

③ [ ]是从 At 到 P(W)中的指派映射。┤ 

说明： 

为了简洁和符合书写习惯，以后我们用 RαA缩写 R(α, A)且用 RA缩写 R(A)。 

 

2.2.2缩写定义 

令〈W, R〉是框架。 

任给 w∈W，A∈Agent 和α∈Act， 

RαA(w)∷＝{u∈W：wRαAu}，  

RA(w)∷＝{u∈W：wRAu}。┤ 

 

2.2.3真值集定义 令M＝〈W, R, [ ]〉是模型。 

对每一复合公式或形如 Aα的原子公式ϕ，定义ϕ相对 M 的真值集[ϕ]如下：任给 w∈W，

A∈Agent，α∈Act， 
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（1）w∈[¬ϕ] ⇔ w∉[ϕ]， 

（2）w∈[ϕ∧ψ] ⇔ w∈[ϕ]且 w∈[ψ]， 

（3）w∈[[αA]ϕ] ⇔ RαA(w)⊆[ϕ]，  

（4）w∈[KAϕ] ⇔ RA(w)⊆[ϕ]， 

（5）w∈[Aα] ⇔ wRαAw。┤ 

说明： 

在文献［6］，我们用下面条件代替（5）： 

（5B）w∈[Aα] ⇔ ∃u∈W(uRαAw)。 

由于我们在那里还引入框架条件 

(a1) ∃u∈W(uRαAw) ⇒ wRαAw，5 

且我们总有 

    wRαAw ⇒ ∃u∈W(uRαAw)， 

所以这里的（5）等价那里的（5B）。但（5）更简洁。 

那么（5）是如何来的了？前面我们说过，Aα的直观意义是 A做了α。再据（3）对[αA]ϕ
的定义，我们认为公理 A1应是有效式，所以应有 

（%）w∈[Aα] ⇒ wRαAw。 

当然，在 w做活动α一般情况下还能转变为其他状态（在多主体情况下有可能还要加上其他
主体在 w做的其他活动的影响）。但从做了活动的最弱意义上说，状态 w不会因为做α而得
到改变总是可能的，要改变的话也是其他状态，故（%）的逆也应成立。 

WKA，G α还有一个语义解释： 

w∈[WKA，G α] ⇔ ∃B∈G(w∈[KABα])， 

在这种解释下， 

WKA，G α↔∨{KABα：B∈G} 

是有效式。易见这种解释要比现有的解释强。 

 

2.2.4 定义  

（1）称框架 F＝〈W, R〉是 ka2-框架，当且仅当，下列框架条件成立：对 w, u ∈W，A∈Agent

和α∈Act， 

(ta)  wRAw， 

(a2) wRαAu ⇒ uRαAu。  

（2）所有的 ka2-框架的类记作 Frame(ka2)。┤ 

说明： 

易见(a2)描述了一种通达自返性。 

 

2.2.5－2.2.7 形如 1.2.5－1.2.7  。┤ 

 

2.2.8 框架可靠性定理 

KA2 相对框架类 Frame(ka2)是可靠的。 

证明： 

任给 ka2-框架 F＝〈W, R〉和 F 上赋值[ ]。 

下面验证 KA2 的公理相对 M＝<F, [ ]>有效且 KA2 的推理规则相对 M 保持有效性。 

公理 TA，KαA和 KA，规则 MP，RNαA和 RNA的验证如通常。 

验证公理 TA：任给 w∈[KAϕ]。据 2.2.3（4），RA(w)⊆[ϕ]，据(ta)，有 w∈RA(w)，所以

                                                                 
5  (a1)与下面的框架条件(a2)一阶等价。 
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w∈[ϕ]。 

验证公理 A1：任给 w∈[Aα]。据 2.2.3（5），有 

  （%）w∈RαA(w)。 

任给公式ϕ使得 w∈[[αA]ϕ]，据 2.2.3（3），有 

RαA(w)⊆[ϕ]。 

再据（%），有 w∈[ϕ]。 

验证公理 A2：假设[αA]Aα在 M 中不有效，则存在 w∈W 使得 w∉[[αA]Aα]。据 2.2.3（3）， 

RαA(w) � [Aα]， 

所以存在 u∈W 使得 

① wRαAu， 且 

② u∉[Aα]。 

据②和 2.3（5），我们有 

③ ～uRαAu， 

另外据①和(a2)，有 uRαAu，矛盾于③。┤ 

 

2.3.1 定义 形如 1.3.1。┤ 

 

2.3.2 引理 KA2 是一致的。 

证明：形如 1.3.2。┤ 

 

类似 1.3.4那样定义 2.3.4，我们有形如 1.3.3 和 1.3.5那样的结果，记为 2.3.3 和 2.3.5。 

 

2.3.6 定义 令 w 是公式集。 

w－

[αA]
∷＝{ϕ：[αA]ϕ∈w}，  

w－

KA∷＝{ϕ：KAϕ∈w}。┤ 

 

2.3.7 引理 令W 是所有极大一致集的集合，令 w∈W。则 

（1）KAϕ∈w ⇔ ∀u∈W(w－

KA ⊆u ⇒ ϕ∈u)。 

（2）[αA]ϕ∈w ⇔ ∀u∈W(w－

[αA]
⊆u ⇒ ϕ∈u)。 

证明：形如 1.3.7（1）－（2）的证明。┤ 

 

2.3.8 定义 

（1）定义 KA2 的典范框架<W, R>如下： 

① W＝{w：w 是极大一致集}， 

② R 是 (Act×Agent)∪Agent 上的映射，使得 

RαA＝{<w, u>∈W2：w－

[αA]
⊆u}， 对每一<α, A>∈Act×Agent； 

RA＝{<w, u>∈W2：w－

KA ⊆u}， 对每一 A∈Agent。 

（2）定义 KA2 的典范模型<W, R, [ ]>如下：<W, R>是 KA2 的典范框架，且 

③ [p]＝|p|， 对每一原子公式 p。┤ 

说明： 
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据 2.3.2，KA2 一致，所以 W 非空。 

 

2.3.9 典范框架主引理  

令<W, R >是 KA2 的典范框架且 w∈W。则 

Aα∈w ⇔ w－

[αA]
⊆w。 

证明： 

“⇒”：设 Aα∈w。据公理 A1，对任意公式ϕ，有[αA]ϕ→ϕ∈w，所以 w－

[αA]
⊆w。 

“⇐”：设 Aα∉w。据 2.3.3（2），公理[αA]Aα∈w，所以 Aα∈w－

[αA]
。再据设定，易见

w－

[αA]
 � w。 

 

2.3.10典范模型基本定理  

令M＝<W, R, [ ]>是 KA2 的典范模型。 

（1）ϕ∈w ⇔ w∈[ϕ]， 对每一 w∈W 和公式ϕ。 

（2）| ϕ|＝[ϕ]， 对每一公式ϕ。 

证明：只须证（1）。施归纳于ϕ的结构。 

情况 1 ϕ是原子公式：据定义 2.3.8③。 

情况 2 ϕ＝¬ψ：如通常所证。 

情况 3 ϕ＝ψ∧θ：如通常所证。 

情况 4 ϕ＝[αA]ψ：我们有 

   [αA]ψ∈w ⇔ ∀u∈W(w－

[αA]
⊆u ⇒ ψ∈u)  据 2.3.7（1） 

⇔ ∀u∈W(wRαAu ⇒ u∈|ψ|)    据 2.3.8②和 2.3.4 

⇔ ∀u∈W(wRαAu ⇒ u∈[ψ])   据归纳假设 

⇔ w∈[[αA]ψ]。              据 2.2.3（3） 

情况 5 ϕ＝KAψ：我们有 

         

KAψ∈w ⇔ ∀u∈W(w－

KA ⊆u ⇒ ψ∈u)   据 2.3.7（2） 

⇔ ∀u∈W(wRAu ⇒ u∈|ψ|)       据 2.3.8②和 2.3.4 

⇔ ∀u∈W(wRAu ⇒ u∈[ψ])    据归纳假设 

⇔ w∈[KAψ]。                 据 2.2.3（4） 

情况 6 ϕ＝Aα：我们有 

    Aα∈w ⇔ w－

[αA]
⊆w   据 2.3.9 

⇔ wRαAw     据 2.3.8② 

⇔ w∈[Aα]。    据 2.2.3（5）┤ 

 

2.3.11 定理 形如 1.3.11。┤ 

 

2.3.12 引理  

KA2 的典范框架是 KA2-框架。 

证明：  
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令 F＝<W, R>是 KA2 的典范框架。下面我们来验证 F 满足定义 2.2.4 给出的框架条件。 

验证(ta)：形如 1.3.12 的证明对(tk)的验证。 

验证(a2)：设 wRαAu。据公理 A2，有 

① [αA]Aα∈w。 

另一方面，据公理 A1 和 2.1.5（1），有 

    ⊢    [αA]Aα→[αA]([αA]ϕ→ϕ)， ∀ϕ∈Form。 

再据①和 2.3.3（1），有 

  ② [αA]([αA]ϕ→ϕ)∈w， ∀ϕ∈Form。 

据设定，有 w－

[αA]
⊆u，所以据②，有 

[αA]ϕ→ϕ∈u， ∀ϕ∈Form。 

易见 uRαAu。┤ 

 

2.3.13框架完全性定理 

KA2 相对框架类 Frame(ka2)是完全的。 

证明：形如 1.3.13。┤ 

 

本文把所有活动处理为原子活动，没有像［2］那样考虑复合活动。若在对象语言中直

接引入复合活动α∪β, α∩β和α*，并且如通常定义 

Rα∪β＝Rα∪Rβ， 

Rα;β＝Rαο Rβ。 

则易见下列是有效式 

Kα∧Kβ→K(α∪β)， 

A(α∪β)↔Aα∨Aβ， Aα∧Aβ→A(α;β)。 

研究知道复合活动的逻辑是我们将来的工作。 

 

3   知道活动的逻辑 ACK 
 

如前，下面我们在许多地方只提到与前面内容不同之处。 

 

3.1.1 定义 形成规则如下： 

 p¬ϕ(ϕ∧ψ)[α]ϕ(α≥β)KϕKαKαβ， 其中 p∈At，α, β∈Act。┤ 

说明： 

如前所说，形如α≥β，Kα和 Kαβ的公式都是原子公式。 

α≥β的直观意义是：任给公式ϕ，若[β]ϕ成立，则[α]ϕ成立。所以，α≥β表示α是β的某

种条件。 

Kαβ的直观意义是：（主体）知α和β有某种关联。 

 

3.1.2规定与缩写 

为了叙述方便，我们规定联结符的结合力从左到右依次减弱： 

¬，K，[α]，≥，∧，∨，→，↔。┤ 

 

3.1.3定义 

带活动条件句的认知活动系统 ACK 定义如下：对所有α, β∈Act 和ϕ, ψ∈Form， 
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（TA）    所有重言式的代入特例， 

（KK）    K(ϕ→ψ)→Kϕ→Kψ， 

（Kα）    [α](ϕ→ψ)→[α]ϕ→[α]ψ， 

（CA）     α≥β→[β]ϕ→[α]ϕ， 

（ACA）  [β](α≥β)， 

（Tα）     [α](α≥β)→α≥β， 

（CAK）   K(α≥β)→Kα→Kβ， 

（CAT）    K(β0≥β)→Kαβ0→Kαβ。 

（MP）      ϕ, ϕ→ψ／ψ，  

（RNK）     ϕ／Kϕ， 

（RNα）     ϕ／[α]ϕ。┤ 

 

3.1.4 定义 形如 1.1.4。┤ 

 

3.1.5 引理  

下面是 ACK 的导出规则和内定理： 

（1）ϕ→ψ／Kϕ→Kψ， （RMK）            

（2）ϕ→ψ／[α]ϕ→[α]ψ， （RMα）           

（3）ϕ1∧…∧ϕn→ϕ／Kϕ1∧…∧Kϕn→Kϕ，（RKK）       

（4）ϕ1∧…∧ϕn→ϕ／[α]ϕ1∧…∧[α]ϕn→[α]ϕ，（RKα） 

（5）α≥α。   

证明： 

（1）－（2）分别据 RNK和 KK，RNα和 Kα。 

（3）－（4）分别据 RMK和 RMα。 

（5）据 ACA 和 Tα。┤ 

  

3.1.6 定义   

定义从 Form 到不含模态算子 K, [α]和≥的子语言 Form0⊆Form 的翻译映射 t 如下： 

t(p)，t(¬ϕ)和 t(ϕ∧ψ)如前定义； 

t(Kϕ)＝t([α]ϕ)＝t(ϕ)； 

t(α≥β)＝t(Kα)＝t(Kαβ)＝t( T )。┤ 

 

如前定义 t-退化和协调性概念，可证 

ACK能 t-退化为 PC0且 ACK是协调的。 

 

3.2.1定义  

（1）称 F＝〈W, RK, R , N, O〉是关系与邻域映射混合的框架，简称 F 是 RN-框架，当且

仅当， 

① W 是非空集， 

② RK是 W 上的二元通达关系， 

③ R＝{Rα：α∈Act}，使得对每一α∈Act，Rα是 W 上的二元通达关系。 

④ N 和 O 是从W 到 P(P(W))中的邻域映射。 

（2）称 M＝〈W, RK, R , N, O, [ ]〉是关系与邻域映射混合的模型，简称 M 是 RN-模型，

当且仅当〈W, RK, R , N, O〉是 RN-框架且 
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⑤ [ ]是从 At 到 P(W)中的指派映射。 

（3）[ ]也称为框架 F 上的指派映射。┤ 

 

3.2.2定义  

令〈W, RK, R , N, O〉是 RN-框架。任给 w∈W。 

（1）RK(w)∷＝{u∈W：wRKu}， 

（2）Rα(w)∷＝{u∈W：wRαu}， 任给α∈Act。┤ 

 

3.2.3 真值集定义 令M＝〈W, RK, R , N, O, [ ]〉是 RN-模型。 

对每一复合公式或形如α≥β，Kα和 Kαβ的原子公式ϕ，定义ϕ相对 M 的真值集[ϕ]如下：

任给 w∈W 和α∈Act， 

（1）w∈[¬ϕ] ⇔ w∉[ϕ]， 

（2）w∈[ϕ∧ψ] ⇔ w∈[ϕ]且 w∈[ψ]， 

（3）w∈[Kϕ] ⇔ RK(w)⊆[ϕ]， 

（4）w∈[[α]ϕ] ⇔ Rα(w)⊆[ϕ]， 

（5）w∈[α≥β] ⇔ Rα(w)⊆Rβ(w)， 

（6）w∈[Kα] ⇔ Rα(w)∈N(w)， 

（7）w∈[Kαβ] ⇔ <Rα(w), Rβ(w)>∈O(w)。┤ 

 

3.2.4 定义  

（1）称 RN-框架 F＝〈W, RK, R , N, O〉是带活动条件句的认知活动框架，简称 F 是 ack-

框架，当且仅当下列框架条件成立：对任意 w, u∈W， 

(aka) u∈Rβ(w) ⇒ Rα(u)⊆Rβ(u)。   

(ta)   ∀u (u∈Rα(w) ⇒ Rα(u)⊆Rβ(u)) ⇒ Rα(w)⊆Rβ(w)。 

(cak)  ∀u (u∈RK(w) ⇒ Rα(u)⊆Rβ(u))且 Rα(w)∈N(w) ⇒ Rβ(w)∈N(w)。 

(cat)   ∀u (u∈RK(w) ⇒ Rβ0(u)⊆Rβ(u))且<Rα(w), Rβ0(w)>∈O(w)  

⇒ <Rα(w), Rβ(w)>∈O(w)。 

（2）所有的 ack-框架的类记作 Frame(ack)。┤ 

 

3.2.5－3.2.7 形如 1.2.5－1.2.7  。┤ 

 

3.2.8 框架可靠性定理 

ACK 相对框架类 Frame(ack)是可靠的。 

证明： 

任给 ack-框架 F＝〈W, RK, R , N, O〉和 F 上赋值[ ]。 

下面验证 ACK 的公理相对 M＝<F, [ ]>有效且 ACK 的推理规则相对 M 保持有效性。 

公理 TA，KK和 Kα，规则 MP，RNK和 RNα的验证如通常。 

验证公理 CA：任给 w∈[α≥β]且任给公式ϕ使得 w∈[[β]ϕ]。据 3.2.3（5）和（4），有 

Rα(w)⊆Rβ(w)，Rβ(w)⊆[ϕ]。 

所以 Rα(w)⊆[ϕ]，因此 w∈[[α]ϕ]。 

验证公理 ACA：假设[β](α≥β)在 M 中不有效，则存在 w∈W 使得 w∉[[β](α≥β)]。据

3.2.3（4），有 

Rβ(w) � [α≥β]， 
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所以存在 u∈W 使得 

① u∈Rβ(w)， 且 

② u∉[α≥β]。 

据①和 3.2.4(aka)，我们有 

Rα(u)⊆Rβ(u)。 

再据 3.2.3（5），有 u∈[α≥β]，矛盾于②。 

验证公理 Tα：任给 w∈[[α](α≥β)]。据 3.2.3（4），我们有 

Rα(w)⊆[(α≥β)]， 

所以 

    u∈Rα(w) ⇒ Rα(u)⊆Rβ(u)， 对所有 u∈W。 

据(ta)，我们有 

    Rα(w)⊆Rβ(w)， 

因此 w∈[α≥β]。 

验证公理 CAK：任给 w∈W 使得 

  w∈[K(α≥β)]，且 w∈[Kα]。 

据 3.2.3（3），（5）和（6），我们有 

∀u (u∈RK(w) ⇒ Rα(u)⊆Rβ(u))，且 

Rα(w)∈N(w)。 

再据(cak)，易见 Rβ(w)∈N(w)。所以再据 3.2.3（6），有 w∈[Kβ]。 

验证公理 CAT：任给 w∈W 使得 

  w∈[K(β0≥β)]，且 w∈[Kαβ0]。 

据 3.2.3（3），（5）和（7），我们有 

∀u (u∈RK(w) ⇒ Rβ0(u)⊆Rβ(u))，且 

<Rα(w), Rβ0(w)>∈O(w)。 

再据(cat)，易见 

<Rα(w), Rβ(w)>∈O(w)。 

所以再据 3.2.3（7），有 w∈[Kαβ0]。┤ 

 

3.3.1 定义 形如 1.3.1。┤ 

 

3.3.2 引理 ACK 是一致的。 

证明：形如 1.3.2。┤ 

 

类似 1.3.4 那样定义 3.3.4，类似 1.3.6那样定义 3.3.6，我们有形如 1.3.3，1.3.5 和 1.3.7

那样的结果，记为 3.3.3，3.3.5 和 1.3.7。 

 

3.3.8 定义   

（1）定义 ACK 的典范框架 F＝<W, RK, R , N, O>如下： 

① W＝{w：w 是极大一致集}， 

② RK＝{<w, u>∈W2：w－K⊆u}， 

③ R＝{Rα：α∈Act}，使得对每一α∈Act， 

Rα＝{<w, u>∈W2：w－

[α]
⊆u}。 

④ N(w)＝{Rα(w)：存在 Kα∈w}， 

O(w)＝{<Rα(w), Rβ(w)>：存在 Kαβ∈w}。 
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（2）定义 ACK 的典范模型M＝<W, RK, R , N, O, [ ]>如下：<W, R, N, O>是 ACK 的典

范框架，且 

⑤ [p]＝|p|， 对每一原子公式 p。┤ 

 

3.3.9典范框架主引理 

令 F＝<W, RK, R , N, O>是 ACK 的典范框架，且令 w∈W。则 

（1）Rα(w)⊆Rβ(w) ⇔ ∀ϕ∈Form ([β]ϕ→[α]ϕ∈w)。 

（2）α≥β∈w ⇔ Rα(w)⊆Rβ(w)。 

（3）α≥β∈w ⇔ ∀ϕ∈Form ([β]ϕ→[α]ϕ∈w)。 

（4）Kα∈w ⇔ Rα(w)∈N(w)。 

（5）Kαβ∈w ⇔ <Rα(w), Rβ(w)>∈O(w)。 

证明： 

（1）“⇒”：设 

① Rα(w)⊆Rβ(w)。 

任给ϕ∈Form 使得[β]ϕ∈w。据 3.3.7（2），有 

② Rβ(w)⊆ |ϕ|。 

据①，我们有 

③ Rα(w)⊆ |ϕ|。 

再据 3.3.7（2），有[α]ϕ∈w。 

“⇐”：设 

④ Rα(w) � Rβ(w)。 

要证 

⑤ 存在公式使得[β]ϕ∈w 但[α]ϕ∉w。 

据④，  

⑥ 存在 u∈W 使得 u∈Rα(w)但 u∉Rβ(w)。 

因此 

⑦ 存在 u∈W 使得 w－

[α]
⊆u 但 w－

[β]
 � u。 

据 w－

[β]
 � u，存在公式ϕ∈w－

[β]
使ϕ∉u。再据ϕ∉u 和 w－

[α]
⊆u，有ϕ∉w－

[α]
，所以[α]ϕ∉w。因

为ϕ∈w－

[β]
，所以[β]ϕ∈w。这样，我们证明了⑤。 

（2）“⇒”：设α≥β∈w。据公理 CA， 

① [β]ϕ→[α]ϕ∈w， 对所有ϕ∈Form。 

再据已证（1），有 

② Rα(w)⊆Rβ(w)。 

“⇐”：设α≥β∉w。要证： 

④ Rα(w) � Rβ(w)。 

为此只须证： 

⑤ 存在 u∈W 使得 u∈Rα(w)但 u∉Rβ(w)。 

令Φ＝w－

[α]
∪{¬(α≥β)}。先证： 

⑥ Φ是一致的。 

假设Φ不一致，则存在ϕ1,…, ϕn∈w－

[α]
使得 
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  �  ϕ1∧…∧ϕn→α≥β 

据 3.1.5 的 RKα，我们有 

⑦ �  [α]ϕ1∧…∧[α]ϕn→[α](α≥β)。 

因为ϕ1,…, ϕn∈w－

[α]
，所以[α]ϕ1,…, [α]ϕn∈w，再据⑦我们有，[α](α≥β)∈w。再据公理 Tα，

有α≥β∈w，矛盾于设定。   

这样我们证明了⑥成立。据⑥和 Lindenbaum-引理，存在 u∈W 使得Φ⊆u，所以易见 

⑧ w－

[α]
⊆u， 且 

⑨ α≥β∉u。 

因为公理[β](α≥β)∈w，所以α≥β∈w－

[β]
，再据⑨，我们有 w－

[β]
 � u，因此 u∉Rβ(w)。 

另一方面，据⑧，有 u∈Rα(w)，所以我们最终证明了⑤成立。 

（3）据（1）和（2）。 

（4）和（5）显然。┤ 

 

3.3.10典范模型基本定理  

令M＝<W, RK, R , N, O, [ ]>是 ACK 的典范模型。 

（1）ϕ∈w ⇔ w∈[ϕ]， 对每一 w∈W 和公式ϕ。 

（2）| ϕ|＝[ϕ]， 对每一公式ϕ。 

证明：只须证（1）。施归纳于ϕ的结构。 

情况 1 ϕ是原子公式：据定义 3.3.8⑤。 

情况 2 ϕ＝¬ψ：如通常所证。 

情况 3 ϕ＝ψ∧θ：如通常所证。 

情况 4 ϕ＝Kψ：易见 

     Kψ∈w ⇔ ∀u∈W(w－K⊆ u ⇒ ϕ∈u)    据 3.3.7（1） 

⇔ ∀u∈W(wRKu ⇒ u∈|ψ|)      据 3.3.8② 

⇔ ∀u∈W(wRKu ⇒ u∈[ψ])    据归纳假设 

⇔ w∈[Kψ]。                 据 3.2.3（3） 

情况 5 ϕ＝[α]ψ：据 3.3.7（2），本情况证明类似上一情况的证明。 

情况 6 ϕ＝α≥β：我们有 

     α≥β∈w ⇔ Rα(w)⊆Rβ(w)       据上一引理（2） 

⇔ w∈[α≥β]。          据 3.2.3（5） 

情况 7 ϕ＝Kα：我们有 

     Kα∈w ⇔ Rα(w)∈N(w)        据上一引理（4） 

  ⇔ w∈[Kα]。             据 3.2.3（6） 

情况 8 ϕ＝Kαβ：我们有 

     Kαβ∈w ⇔ <Rα(w), Rβ(w)>∈O(w)      据上一引理（5） 

        ⇔ w∈[Kαβ]。              据 3.2.3（7）┤ 

 

3.3.11 定理 形如 1.3.11。┤ 

 

3.3.12 引理  

ACK 的典范框架是 ack-框架。 

证明：  

令 F＝<W, RK, R , N, O>是 ACK 的典范框架。下面我们来验证 F 满足定义 3.2.4 给出的
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框架条件。 

验证(aka)：任给 w, u∈W 使得 u∈Rβ(w)，则 

（1）w－

[β]
⊆u，  

据公理 ACA，有[β](α≥β)∈w，据（1），有α≥β∈u。据 3.3.9（2），有 

Rα(u)⊆Rβ(u)。 

验证(ta)：任给 w∈W。设 

① u∈Rα(w) ⇒ Rα(u)⊆Rβ(u)， 对任意 u∈W。 

要证： 

② Rα(w)⊆Rβ(w)。 

据 3.3.8③和 3.3.9（2），①和②分别是 

  ③ w－

[α]
⊆u ⇒ α≥β∈u， 对任意 u∈W。 

④ α≥β∈w。 

据③和 3.3.7（2），我们有 

  ⑤ [α](α≥β)∈w。 

再据公理 Tα，有④。 

验证(cak)：设 

① ∀u (u∈RK(w) ⇒ Rα(u)⊆Rβ(u))，且 

② Rα(w)∈N(w)。 

据①和 3.3.9（2），我们有 

∀u (u∈RK(w) ⇒ α≥β∈u)。 

据 3.3.7（1），我们有 

③ K(α≥β)∈w。 

另一方面，据②和 3.3.9（4），有 

  ④ Kα∈w。 

再据③和公理 CAK，有 Kβ∈w，再据 3.3.9（4），有 

 Rβ(w)∈N(w)。 

验证(cat)：设 

① ∀u (u∈RK(w) ⇒ Rβ0(u)⊆Rβ(u))，且 

② <Rα(w), Rβ0(w)>∈O(w)。 

据①和 3.3.9（2），我们有 

∀u (u∈RK(w) ⇒ β0≥β∈u)。 

据 3.3.7（1），我们有 

③ K(β0≥β)∈w。 

另一方面，据②和 3.3.9（5），有 

  ④ Kαβ0∈w。 

据③，④和公理 CAT，有 Kαβ∈w，再据 3.3.9（5），有 

 <Rα(w), Rβ(w)>∈O(w)。┤ 

 

3.3.13框架完全性定理 

ACK 相对框架类 Frame(ack)是完全的。 

证明：形如 1.3.13。┤ 

 
我们可以扩充系统 ACK 到表达力更为丰富的系统。 

一种方法是在对象语言中直接引入活动α∪β, α∩β和α*，并且如通常定义 
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Rα∪β＝Rα∪Rβ， 

Rα∩β＝Rα∩Rβ， 

Rα*＝Rα的自返传递闭包。 

易见下列公式是有效式： 

  α≥α∪β， α∩β≥α，α≥α*。 

所以我们可以把它们作为公理加入 ACK。 

另一方面，我们还可以在 ACK中增加公理 KA或 AKA。当然，增加 AKA使我们只能

刻画一类特殊的认知――对思维活动的认知。 

最后，我们要讨论一下公理 CAT。它有一个概括形式： 

（GCAT）K(α≥α0)∧K(β0≥β)→(Kα0β0→Kαβ)。 

此公式对应的框架条件是 

∀u (u∈RK(w) ⇒ Rα(u)⊆Rα0(u))且∀u (u∈RK(w) ⇒ Rβ0(u)⊆Rβ(u)) 

且<Rα0(w), Rβ0(w)>∈O(w) ⇒ <Rα(w), Rβ(w)>∈O(w)。 

易证用 GCAT替换 CAT得到的系统相对上述框架条件是框架完全的。但我们认为 GCAT

的直观意义不清楚，所以我们没有把它引入 ACK。 
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