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纠正对哥德尔定理的几个误解
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（清华大学人文学院哲学系，北京，100084） 

 

摘要：首先，哥德尔的完全性定理和不完全性定理中的“完全性”是两回事。完全性定理是说一阶逻辑对

推理的语法和语义刻画重合的；不完全性定理是说如果足够丰富的形式系统是和谐的，那么存在可以形式

表述的真命题不可在系统中证明。接着要纠正对哥德尔定理的误解，指出哥德尔语句不是悖论，哥德尔定

理并不导致不可知，没有否认数学是和谐的，没有直接表明人心胜于机器，没有动摇逻辑基础，没有否定

形式化方法，并且第二不完全性定理显示了形式化方法强大的表达能力推理能力。 
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哥德尔定理对 20 世纪有深刻的影响，但目前对哥德尔定理本身及其定理涉及的逻辑、

形式化方法等存在误解。有的并没有弄清哥德尔定理中的基本概念，甚至没有意识到哥德尔

完全性定理和不完全性定理中的“完全性”是两回事，就轻率地否定数学的和谐性，否定逻

辑，否定形式化方法，甚至否定人的认识能力，把哥德尔不完全性定理作为他们否定性观点

的证据。这些误解有的影响很大，有的相当普遍，我们有必要对它们进行纠正和讨论，澄清

定理涉及的重要概念，力求正确理解哥德尔定理的意义。 

1   哥德尔完全性定理 

哥德尔完全性定理( Completeness Theorem)：在一阶语言中，对任何有限的闭公式（不
含自由变元的公式，或称为句子）的集合 Г（Г 也可以看作有限多个非逻辑公理），对于任

意公式 φ，  

Г �φ ⇔ Г �φ   

特别地，Ø�φ ⇔ Ø �φ （Ø表示空集） 

其中，“Г �φ”表示 φ是 Г的语义结论(semantical consequence)，即对任何结构Μ ≡ (M, 

I)，如果 Г在Μ中为真（记为Μ�Г），那么 φ在Μ中也为真（记为Μ�φ）。“�”表示“在带

等词的一阶逻辑中可证（可推出）(derivability)”，“Г �φ” 表示存在一个由 Г关于 φ的推

演过程（或者说 φ由 Г可证），即存在这样一个有限公式序列<A1, A2, ……，An> (n∈N)，其

中 A1是一阶逻辑的公理或者 A1∈Г，An是结论 φ，任一 Ai(1≤i≤n)要么是公理，要么是对本

序列中 Ai前面的公式运用逻辑规则得到的。 

哥德尔完全性定理和以下定理是等价的： 
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哥德尔－马尔科夫定理（Godel-Malcev theorem）：Г是和谐的⇔ Г是可满足的。 

我们称公式集 Г是和谐的(consistent)，或者说 Г是无矛盾的，当且仅当不存在公式 φ，

Г �φ 并且 Г �¬φ. 我们称公式集 Г是可满足的，当且仅当存在一个满足以下要求的赋值结

构(Μ, v)，对任何 φ∈Г都有(Μ, v) �φ. 

哥德尔完全性定理表明一阶逻辑是完全的，即对任何一阶语言的公式 φ，φ由 Г“可证”

和 φ是 Г的“语义结论”是重合的。特别地，一阶逻辑的定理集和有效式集是重合的。 

2  哥德尔不完全性定理 

哥德尔不完全性定理(Incompleteness theorem)：形式算术 PA在下述意义下是不完全：

如果 PA是和谐的，那么有一个一阶语句 θ，θ和¬θ在该系统中不可证（不可由前提集 PA推

出），即 

(*)  PA�θ 并且 PA�¬θ  

形式算术 PA是以一阶逻辑的形式语言陈述皮亚诺公理而得到的形式系统，它是针对算

术标准模型Υ = < Ν, +, ·, Ο, S > 建立的。因为 θ和¬θ都是是闭公式，所以二者之中必有其一

Υ  中为真，于是(*)就等于说： 

存在一个真的一阶语句（取 θ）在系统 PA中不可证，即存在 θ 

Υ �θ 并且 PA�θ 

实际上，在不完全性定理的原证明中，哥德尔巧妙地构造了一个可以形式表达的算术命

题 G，它是真的但不可证明，G也被称为哥德尔语句。 

    然而，哥德尔不完全性定理还有更一般的意义，因为它适用的范围远比 PA要宽得多：

如果一阶理论足够丰富，那么该一阶理论就一定是不完全的。例如，ZFC 也是一个不完全

的理论。 

第一不完全性定理有一个重要的推论，也称为哥德尔第二不完全性定理： 

如果 PA是和谐的，那么 PA的和谐性是 PA本身不能证明的。                  

进一步，包括形式算术在内的数学形式系统都不能证明自身的和谐性。 

3   两种“完全性”的重要区别 

也许人们会困惑，为什么哥德尔先证明了完全性定理，后来又反过来证明不完全性定理

呢？实际上，这两个定理中的“完全性”的意思是很不一样的。完全性定理的“完全性”是

指逻辑的性质。 

定义 1：我们称逻辑是完全的，当且仅当对任意闭公式集合 Г， 

Г �φ ⇔ Г �φ 

而不完全性定理的“完全性”是一阶理论的性质。一阶理论（简称理论）是指和谐的、对

演算封闭的闭公式的集合。对演算封闭，即对任一公式 φ，T�φ ⇒ φ∈T。 

定义 2：我们称一个理论 T是完全的，当且仅当对任何一阶句子 φ，以下两种情况必居

其一： 

情况 1：T�φ  
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情况 2：T �¬φ 

理论总是针对某个特定模型而建立的，例如形式算术就是针对算术的标准模型Υ = 

< Ν, +, ·, Ο, S >而建立的。定义 2还有一个与模型有关的等价表述： 

推论 1：在理论 T的某个特定模型中Υ为真的句子都是由 T可证的，即 

Υ �φ⇒ T�φ 

比较逻辑的“完全性”和理论的“完全性”的定义可以看出，它们是两个不同的概念，

它们的重要区别是： 

第一,逻辑的完全性只要求在所有模型中都为真的句子可证，而理论的完全性要求在某

个特定的模型中为真的句子可证。逻辑的完全性不依赖于任何特定模型的特征，而理论的完

全性依赖于某个特定模型的特征。 

第二,理论的完全性要求有“算法”确定任给句子 A是不是理论 T的定理。“算法”，直

观地说是关于计算过程的一串有限的、确定的指令。而逻辑的完全性要求 T 的语义结论集

和 T的语法结论集（定理）重合, 但是这不等于有算法来确定 T的定理，因为并没有算法来

确定某一阶句子是不是 T的语义结论。 

第三,逻辑的完全性讨论的“�”与“�”的关系,是从语法和语义两方面刻画推理，不

依赖于任何特定前提集 Г 或特定的模型：“�”表示前提和结论之间的“可推出”关系，是

对推理的语法刻画；而“�”表示前提是真的结论也一定是真的，即推理的有效性，是对推

理的语义刻画。而理论的完全性讨论的是该理论的有限前提集 T 的性质，讨论由 T 是否可

以推出某个特定模型的所有真命题，它依赖于特定的前提集和模型。 

由以上区别可知，哥德尔的完全性定理和不完全性定理中的“完全性”是两回事：完全

性定理是说一阶逻辑在下述意义上是完全的，即一阶逻辑的语法结论关系“�”与语义结论

关系“�”是重合的。不完全性定理是说算术的形式化在下述意义上是不完全的，即存在可

以形式表述的算术的真命题不可在算术形式系统中证明。哥德尔完全性定理揭示一阶逻辑对

推理的语法刻画和语义刻画是重合的，从而我们可以放心地使用一阶逻辑；而不完全性定理

揭示了形式系统的局限性，它表明任何包括算术的和谐理论，它不可能既是完全的，同时又

有机械的证明验证。  

4   对几种错误观点的反驳与商榷 

哥德尔定理由于其否定的结论具有特殊的魅力,人们从数学、哲学、人工智能等各方面

探讨它的意义。但由于对定理中的“完全性”、“可证”等基本概念的混淆，以及对逻辑和形

式化方法的误解，产生了如下的错误观点：哥德尔定理是悖论，毁灭了数学的确定性，动摇

了逻辑基础，否定了形式化方法。我们从对一些的基本概念和定理证明的分析着手，对这些

观点进行反驳与商榷。 

反驳论点一：“哥德尔语句是悖论” 

在证明不完全性定理时，哥德尔造了一个自我指涉的哥德尔语句 G。直观地说，哥德尔

语句的意思是：“这个语句不可证”。由经典逻辑的二值原则，任何语句要么真，要么假，哥

德尔语句也不例外，以下两种情况中二者必居其一： 

情况 1：如果这个语句是假的，即“这个语句不可证”是假的，则这个语句可证。又由

于已知形式系统是可靠的（即只有真的命题是可证的），这个语句既然是可证的，就是真的。
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矛盾。因此这种情况不成立。 

情况 2：如果这个语句是真的，即“这个语句不可证”是真的，则这个语句不可证。 

这看似悖论：以上推理已经证明了这个语句是真的，但同时又得出这个语句不可证，难

道不是悖论吗？其实，这个误解的关键在于混淆了两个不同的“证明”概念。数学的逻辑的

重要目标是为了得到精确的“证明”——“形式证明”(formal proof)。要注意的是，“形式

证明”概念不是绝对意义上的，是相对某个系统而言的，“形式证明”只是“在给定的系统

中的证明”。对任给的形式系统 S，可以严格地定义“形式证明”概念。我们应哥德尔语句

的意思说得更清楚些： 

(G)“这个语句在系统 S中不可证”或“这个语句不是形式可证明的” 

严格定义了“形式证明”，悖论就消失了。因为我们以上推理并不是“形式证明”，这种

非形式的推理和“在系统 S 中的证明”不是一回事。所以说，可以通过非形式推出(G)是真

的，同时(G)又不是“形式可证明”的，二者并不矛盾。 

反驳论点二：“哥德尔定理证明存在我们无法证明的数学真命题” 

谈到形式算术中悬而未决的问题，比如说费尔马大定理时，人们常引用哥德尔不完全性

定理来暗示，这个悬而未决的问题或许恰好是一个“不能证明的真命题”，这是出于对“证

明”概念的混淆。哥德尔不完全性定理中的“证明”是指“形式证明”，并不是广义的证明，

因此它仅仅表明存在算术真命题不能在形式系统中证明，不排除可以用其他（形式系统之外）

的方法来证明。 

哥德尔定理只是表明，如果要求对“证明”能够进行机械地验证，那么我们就不能“证

明”所有的算术真命题。能够机械地验证是“形式证明”的特征，要求有算法能够识别公理

和推理规则。形式证明体现的是“能行”的思想，即每一步都按照明确的指令操作，并能够

在有限步骤内结束。但数学的证明方法并不仅限于有穷的证明，数学家们可以用非形式化的、

非有穷的方法来进行证明。 

还要注意，如果我们能够给出命题的形式证明，就可以肯定该命题是（在系统中）可证

的；但是，如果我们证不出来，却不能断定命题在系统中不可证。哥德尔定理表明，对于形

式算术（含加法和乘法）的定理集，并没有算法可以判定。 

有人甚至还认为哥德尔不完全性定理导致不可知。存在真命题在形式系统中不可证，并

不等于没有其他方法可以知道它的“真”，也并不意味着人的理智不能认识它的“真”。如果

命题是能够在形式算术系统中证明，那么就能肯定该命题是真的，因为形式算术系统是可靠

的（其公理是算术真命题，且逻辑规则能保证推理的有效性，因此在系统中可证的一定是真

的）。但如果命题不能在系统中证明，却不能就此确定该命题不可能是公理的逻辑结论。哥

德尔定理表明，有加法和乘法的算术是不可判定的，即对算术形式语言的所有表达式的真假，

并没有算法能够判定。但这并不排除在一个更小的系统内有算法来判定命题的真假的可能

性。实际上，1930年有人证明没有乘法的算术是可判定的，即有算法来判定每个“无乘法”

算术语言表达式的真假。另外，没有算法来判定命题的真假，也不等于说人的理智不能判定

命题的真假。因此，哥德尔不完全性定理并不能作为不可知论的证据，把不可知的情绪归罪

于哥德尔定理是不合适的。 

反驳论点三：“哥德尔定理证明数学形式系统是不和谐的”  

《数学:确定性的丧失》一书中，作者把哥德尔不完全性定理作为数学不确定的证据，
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为不存在对数学的和谐性的证明而遗憾。但他可能没有意识到，不存在对数学和谐性的“证

明”（形式证明）并不等于说数学是不和谐的。“系统的和谐性不能形式证明”不等于说“系

统是不和谐的”。 

假设某个丰富的系统能证明自身是和谐的，那么我们能相信该系统是和谐的吗？当然不

能。哥德尔第二不完全性定理的证明过程告诉我们，如果丰富的形式系统能证明自身是和谐

的，那么该系统就是不和谐的。我们来看看这个证明的概要：首先，“该系统是和谐”可以

用算术的一阶句子表达，记为 Consis，从而“Consis → G”也是算术的一阶句子，其中 G

为哥德尔语句。接着，由哥德尔第一不完全定理，“Consis → G”为真。进一步，“Consis → 

G”能形式证明（在形式系统中可证），这是哥德尔第二不完全性定理证明中最关键的一步。

假设系统能证明自身是和谐的，即 Consis能形式证明。于是可以对“Consis → G”和“Consis”

运用分离规则(MP)得出 G，从而 G 可形式证明。但是哥德尔第一不完全定理告诉我们，如

果 G 可形式证明，那么形式算术不和谐。因此，如果形式算术系统是和谐的，那么 Consis

不可形式证明，即系统不能证明自身是和谐的；反之，如果系统能证明自身是和谐的，即

Consis可形式证明，那么系统是不和谐的。 

实际上，如果一个系统是不和谐的，那么系统能证明所有的一阶句子，包括“0＝1”，

也包括“Consis”，这就是说不和谐的系统一定能证明自身是和谐的。同样，如果数学是不

和谐的，那么任何命题都可以被“证明”，“数学是和谐的”这一命题当然也不例外。哥德尔

第二不完全性定理只是表明丰富的形式系统（包括形式算术的形式系统）的和谐性不能在系

统自身内证明，并不等于说系统是不和谐的。“系统是和谐的”和“系统能证明自身是和谐

的”是两回事。我们不能因为系统不能证明自身是和谐的就断定系统是不和谐的，断定系统

是否是和谐的需要其他的根据。实际上，形式算术的和谐性虽然在形式系统内不能证明，但

还有其他方法可以证明。例如，1936 年甘芩用超限归纳法证明了形式算术是和谐的。1940

年阿克曼也用超限归纳法给出算术和谐性的另一证明，随后还有一些逻辑学家用其他方法证

明了形式算术是和谐的。这些证明方法的共同特征是：使用了形式算术中不能形式化的证明，

都不是形式证明。这些例子表明，系统的和谐性不能形式证明，不等于说不能用其他方法证

明。 

反驳论点四：“哥德尔定理表明存在哥德尔语句G不可证，但我们可以知道G是真的，因此

人心胜于机器” 

这是 Lucas和 Penrose的著名论证，这个论证是不充分的。 “人心胜于机器”的观点

颇有启发性，但姑且不论人心是否胜于机器，只看以上的论证有什么问题。这个论点把哥德

尔定理作为人心胜于机器的论据，理由是：设想有一台机器可以一一打印形式算术系统的定

理。根据哥德尔不完全性定理，如果系统是和谐的，那么存在一个哥德尔语句 G 不可证，

从而不能由机器产生。但人站在形式系统之外，用人的理智可以知道 G 是真的，于是人心

胜于机器。 

Lucas和 Penrose以上论证的关键前提是“人心能知道 G是真的”，但这一前提说得

不太清楚。首先，我们知道 G是真的也是有条件的，哥德尔第一不完全性定理的断言是“如

果形式算术系统是和谐的，那么 G 是真的”。其次，在第一不完全性定理中，这个断言是

通过非形式的方法论证的，因而人可以站在形式系统之外得到这一断言。但如果要论证人心

胜于机器，还必须有以下前提：机器不能得到这一断言。但事实是否如此呢？不是。第二不

完全性定理证明，这一断言可以用形式语言表达，即“Consis → G”，因为可用一阶语句

Consis表示“系统是和谐的”，由“→”的定义，一阶语句“Consis → G”表示“如果 Consis

为真，那么 G为真”，这就是说“如果系统是和谐的，那么 G为真”。并且，更关键的一
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点是：第二完全性定理还表明“Consis → G”在形式算术中可证，这等于说以上断言是可以

形式证明的，是可以用机器证明的。总之，对人心能够知道的“如果系统是和谐的，那么 G

为真”这个断定不仅能用形式语言表达出来，而且可以有机器产生。因而，不能仅凭以上论

点把哥德尔（第一）不完全性定理作为“人心胜于机器”的论据。对哥德尔第二不完全性定

理的忽视是这种误解的主要原因。 

“人心胜于机器”是个很有意思的问题，史料表明哥德尔本人也对这一问题作了哲学的

思考，人们对“心－脑－计算机－哥德尔定理”这一问题曾展开大讨论。但我们在讨论中不

能忽视第二不完全性定理，不能忽视“Consis → G”在形式算术中可证这一事实。 

反驳论点五：“哥德尔的理论动摇了逻辑基础” 

这一论点是不正确的。首先，我们不能把哥德尔不完全性定理误解为了悖论。我们知道，

理论中如果出现悖论，就会动摇理论的基础。因为理论中如果出现悖论，该理论就是不和谐

的，可以得到任何命题，包括“0=1”这样的假命题，从而导致理论坍塌。哥德尔不完全性

定理并不是悖论，它断定存在真算术真命题不可“证明”，这里的“证明”指的是形式证明，

即从公理出发，用纯形式化的方法进行推演，并且有算法可以检验推演过程的正确性。把精

确的“形式证明”概念和一般的证明概念混为一谈容易把不完全性定理误以为是悖论。 

其次，哥德尔完全性定理解决了逻辑基础的问题，保证一阶逻辑中没有矛盾。完全性定

理表明一阶逻辑的定理集和有效式集是重合的，从而一阶逻辑的定理在所有模型中都为真，

或者说所有模型都是一阶逻辑的模型。又因为有模型的公式集就是和谐的，所以一阶逻辑的

定理集是和谐的，这就是说一阶逻辑不可能出现悖论，它不会得到“0＝1”这样的假命题，

我们完全可以放心地使用一阶逻辑作为推理工具。 

再次，不完全性定理揭示的是形式系统的局限性，而不是逻辑的局限性。我们已经区分

了理论的完全性和逻辑的完全性。哥德尔不完全性定理考察的是理论的完全性，具体地说，

是算术理论的完全性，即要求所有算术标准模型中为真的命题可证。不完全性定理得出了否

定结论，即任何算术理论不可能既具有完全性，又是一个形式系统（有机械的证明验证），

或者说，任何形式系统都不能把握所有的算术真命题，揭示了形式系统的根本局限性。 

最后，哥德尔定理实际上推动了现代逻辑的发展。不完全性定理的论文摘要对塔斯基语

义学有一定影响；不完全性定理中的元数学算术化的方法被克林采用，从而得到递归论的一

批奠基性的成果，并发展出可计算性理论；哥德尔证明的一阶逻辑的完全性定理隐含着模型

论的重要结论——紧致性定理。 

总之，哥德尔的定理并没有动摇逻辑的基础。恰恰相反，它们是现代逻辑重要成果：完

全性定理使一阶逻辑理论成熟，而不完全性定理揭示了形式系统的一种内在局限性。进一步，

它还带来了现代逻辑中的丰富成果，促进了现代逻辑的发展。 

反驳论点六：“哥德尔定理否定了形式化方法” 

虽然哥德尔不完全性定理揭示形式化方法具有根本的局限性，但是这并不等于说哥德尔

定理否定了形式化方法，相反，它发展了形式化的方法。 

首先，哥德尔定理中的证明技巧显示了形式语言的强大的表达能力。在第一不完全性定

理的证明发现了元数学算术化的技巧，把关于系统的元数学谓词（例如“形式可证明”）变

为相应的对象语言中的算术谓词，并且，还在形式语言中表达构造了一个自我指涉的形式表

达式。在第二不完全性定理的证明中，把“系统是不和谐的”这样的关于系统本身性质的元
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数学命题转换为形式语言的表达式“consis”，方法如下：取系统中某个可否证的句子 f，

例如取“0=1”。如果系统可以证明 f，那么系统是不和谐的。反之，如果系统不和谐，那么

系统可以证明 f，因为不和谐的系统可以证明任何命题。所以，f不可证，当且仅当系统和

谐。又因为有谓词 P满足以下条件：P(x)为真，当且仅当 x可证（第一不完全性定理），进

而算术句子¬P(f)为真，当且仅当 f不可证，所以¬P(f)为真，当且仅当系统是和谐的。这就

是说¬P(f)表达系统的和谐性，不妨把这个公式记为 Consis。这样，就可以用一个算术句子

Consis 表达算术系统的和谐性。在对象语言中能表达出关于该系统的元理论的命题，把形

式化提高到一个新水平。 

其次，哥德尔定理显示了形式系统强大的推理能力。在第二不完全性定理的证明中，把

“如果系统是和谐的，那么哥德尔语句 G是真的（不可证）”这样的关于系统的断定句转换

为形式语言表达式“Consis → G”，并且给出了“Consis → G”的形式证明。这表明某些

关于系统自身性质的表达式能够在形式系统中证明，显示了形式系统强大的推理能力。 

总之，哥德尔定理既揭示了形式化方法的局限性，又显示了形式化的方法的表达和推理

能力，是关于形式系统的元理论的重要成果，促进了形式化方法的发展。我们不能因为形式

化方法有局限性就否定它。认清形式化方法的能力，我们就不必用它来做实际上做不到的事

情，可以集中精力做它该做的事。 

5   结论 

本文通过澄清“完全性”、“形式证明”等概念，指出哥德尔语句不是悖论，哥德尔定

理并不导致不可知，没有否认数学是和谐的，没有直接表明人心胜于机器，没有动摇逻辑基

础，揭示的是形式系统的局限性而不是逻辑的局限性，没有否定形式化方法。讨论哥德尔定

理的证明技巧发展了形式化方法时，我们不仅要注意第一完全性定理的元数学算术化的方

法，而且要注意第二不完全性定理所显示的形式化方法强大的表达能力推理能力。 
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Abstract: First, “completeness” in Completeness theorem is distinct from that one in Incompleteness 

theorems. Godel’s completeness shows that in the case of the first order logic the syntactical and 

semantical characters of reasoning coincide. Incompleteness theorem show that if a strong formal 

system is consistent, there is a sentence which is true but nor provable. 

Second, to correct some misunderstandings, we show that Godel’s sentence is not a paradox, 

Godel’s theorems are not skeptical conclusion of human understanding, mean not that one can never 

know that mathematics is consistent, mean not that the mind is superior to the machine, undermine not 

logic, refute not formal method, and the Second Incompleteness theorem demonstrate the strong 

capabilities of expressing and reasoning within formal method. 
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