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形式系统的可靠性和完全性问题 

 
余俊伟 

（中国人民大学哲学系，北京，100872） 

 

摘要：语法完全性仅与一个形式系统的语法构造相关，经典命题逻辑的有代入规则的系统是语法完全的，

无代入规则的系统不是语法完全的。将全称概括规则作为初始规则的系统是否限制对该规则的使用可导致

系统相对于通常的语义解释是否具有强可靠性。对必然化规则和模态逻辑系统来说有类似的结果。 
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形式系统一致性通常有古典的，语法的和语义的三种含义。一形式系统是古典一致的当

且仅当不存在公式 A，A 和 A 的否定都在该系统中可证。一形式系统是语法一致的当且仅

当并非任何公式都在该系统中可证。一形式系统是语义一致的当且仅当凡有效公式都是在该

系统中可证的，语义一致性也称可靠性。 

完全性也有三种含义。一形式系统具有古典完全性是指对任一公式，或者 A 是可证的，

或者 A 的否定是可证的；一形式系统具有语法完全性是指如果将任一个不可证的公式作为

公理加到该系统中，则所得的系统就不一致；一形式系统具有语义完全性一般是指凡是在该

系统中可证的公式都是有效的。 

本文着重考察语法完全和语义一致性，即可靠性。 

一般来说，一个值得研究的有意义的系统都会具有古典的和语法的一致性。常见的系统

因为其语言含变元，故一般也不具有古典的完全性。但是对于语法和语义完全性及语义一致

性，由于形式系统的构造可能会有不同的结果。我们先考察经典命题逻辑演算。以下给出两

个形式系统 PC1 和 PC2，它们的语言都为 L1。L1 的符号如下： 

可数无穷多个命题变元符号：p1，p2，⋯，pn，⋯； 

联结词：~，→； 

另外为便于阅读再加两个辅助符号：（，）。 

公式的形成规则如常。全体公式集记为 Form(L1) 

语义完全性涉及到一个语言的解释。下面我们给出语言 L1 的经典语义解释。一个 L1
真值赋值π是一个从 Form(L1)到{1，0}中的映射并且满足条件： 

（1）π（A）=1 当且仅当π（~A）=0。 

（2）π（A→B）=1 当且仅当π（A）=0 或者π（B）=1。 
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定义 1  π是一真值赋值，A 是一公式，Γ是一公式集。 

如果π（A）=1，则称π是 A 的一个单赋值模型，记为π╞A；否则记为π╞/A。 

如果π是Γ中的所有公式的单赋值模型，即对任一 A∈Γ，都有π╞A，记为π╞Γ，称π
是Γ的一个单赋值模型。 

如果任一真值赋值都是 A 的单赋值模型，称 A 是有效式（永真式）。如果任一真值赋值

都不是 A 的单赋值模型，称 A 是矛盾式（永假式）。 

定义 2  Γ语义后承 A 指：Γ的单赋值模型都是 A 的单赋值模型，即对任一真值赋值π，
若π╞Γ，则π╞A。又称Γ重言蕴涵 A，记为Γ╞A。 

系统 PC1 有无穷多条公理，任一公理都具有下列三种结构之一： 

（1）A→（B→A） 

（2）（A→（B→C））→（（A→ B）→（A→C）） 

（3）（~A→B）→（（~A→ ~B）→A） 

（1）、（2）和（3）也叫做公理模式。 

PC1 有一条推导规则： 

从 A 和 A→B 可得到 B，叫做分离规则，记为 MP。 

定义 3  Γ├PC1A 指：存在一个公式序列 A1，⋯， An 使得：A=An 并且对每一 Ai（1≤i≤n）
都满足下列条件：Ai 或者为公理，或者属于Γ，或者为由在其前的公式 Aj 和 Ak 运用分离规

则所得。记为Γ├PC1A。称 A 是Γ的 PC1 语法后承。当Γ为空集时，称 A 为定理，亦称 A
在 PC1 中可证。定理集记为 Th(PC1)。 

PC1 有演绎定理成立：如果Γ，A├PC1B，则Γ├PC1 A→B。 

系统 PC2 有三条公理： 

（1）p1→（p2→ p1） 

（2）（p1→（p2→ p3））→（（p1→ p2）→（p1→ p3）） 

（3）（~p1→p2）→（（~p1→ ~p2）→p1） 

PC2 有两条推导规则： 

R1：分离规则； 

R2：代入规则：从 A 可得 A（B/p1），记为 Sub。 

定义 4：Γ├PC2 A 指：存在一个公式序列 A1 ，⋯， An 使得：A=An 并且对每一 Ai（1≤i≤n）
都满足下列条件：Ai 或者为公理，或者属于Γ，或者为由在其前的公式 Aj 和 Ak 运用分离规

则所得，或者为由在其前的公理运用代入规则所得。亦称 A 是Γ的 PC2 语法后承。当Γ为

空集时，称 A 为定理，亦称 A 在 PC2 中可证。定理集记为 Th(PC2)。 

PC2 亦有演绎定理成立。 

可靠性又分弱的与强的两种。强的是指语法后承都是语义后承。当语法后承定义中的Γ

为空集时即为弱的可靠性定义，也即为文章开头所述。完全性亦有类似的划分。 



形式系统的可靠性和完全性问题 

 8 

经典命题演算系统相对于╞都具有弱的可靠性。我们说命题演算系统具有可靠性都是指

这种意义下的可靠性。但是对于强可靠性，由于可使用的推导规则的不同，其中有细微之处

需详加考察分析。 

我们知道，分离规则不仅具有保有效性，而且具有保真性，即对任一真值赋值π，如果

π╞A 且π╞A→B，则π╞B。但是代入规则仅具有保有效性，不具有保真性，即会这样的情

况出现：π╞A，但是π╞/A（B/p1）。因此，对有代入规则的经典命题演算系统，定义语法

后承时对代入规则的使用一般都要受限制，即仅能对公理使用，如定义 4。这种语法后承与

语义后承（╞）是相匹配的，也即有强的可靠性（当然也有强完全性）。如果在这样的形式

系统中定义语法后承对代入规则的使用不受限制，则将导致没有强可靠性，而且如上述的演

绎定理不成立。 

定义 5  Γ├PC2
CA 指：存在一个公式序列 A1，⋯，An 使得：A=An 并且对每一 Ai（1≤ i≤n）

都满足下列条件：Ai 或者为 PC2 公理，或者属于Γ，或者为由在其前的公式 Aj 和 Ak 运用

分离规则所得，或者为由在其前的公式运用代入规则所得。此公式序列称为从Γ到 A 的一

个 PC2
C推导。称 A是Γ的 PC2C语法后承。当Γ为空集时，称 A 为定理。定理集记为 Th(PC2C)。 

注意定义 5 定义的Γ├PC2
CA 与定义 4 定义的Γ├PC2A 的关系。当Γ为空集时，这二者

是完全相同，也即 Th(PC2)=Th(PC2C)。但是，当Γ不为空集时，这二者一般地不同的。例

如演绎定理对├PC2 成立，但对├PC2
C不成立。简单的例子如：p├PC2

Cq，但是并非├PC2
Cp→q；

而且 p╞/q，所以也没有强可靠性。对于├PC2
C仅有平凡的演绎定理成立。 

定义 6  公式序列 A1 ，⋯，An 是一个推导，公式 Ai 在该推导中依赖 Ak 指，或者 i 是
k，或者 Ai 是通过分离规则或代入规则从其中至少有一个是依赖 Ak 的（那些）公式中所得。 

定理 1  如果Γ，A├PC2
CB，并且存在一个从Γ∪{A}到 B 的一个推导，其中 B 不依赖

A，那么Γ├PC2
CB。进而有Γ├PC2

CA→B。 

当然也可以特别地针对├PC2
C来定义与之相匹配的语义后承。 

定义 7   称公式 A（公式集Γ）的所有单赋值模型组成的集合为 A（Γ）的全赋值模

型。 

称所有模型的集合为全模型。 

Γ╞CA 指：如果Γ的全赋值模型是全模型，则 A 的全赋值模型也是全模型。称 A 是Γ

的广语义后承 A。 

易证若Γ├PC2
CA 则Γ╞CA，反之亦成立。 

因此对于强可靠性一般地要依赖该形式系统的构造及对推理规则使用于一般公式上的

规定。当然人们一般不会定义如Γ├PC2
CA 的语法后承。因为规则通常要具有保真性。另外

代入规则不是必需的，所以为了简化元理论的讨论，现在一般都采用公理模式给出形式系统，

不再使用代入规则。 

接下来我们讨论语法完全性。首先明确一下语法完全性定义中所指的导致不一致应该是

语法上的不一致。先看 PC1 的语法完全性问题。 

显然 p1 不是 PC1 可证的，将之作为公理添加到 PC1 中，假设所得系统不一致，则存在

公式 B 和~B，使得 p1├PC1B 和 p1├PC1~B，由演绎定理可得├PC1p1→B 和├PC1p1→~B，由公

理模式（3）两次运用分离规则便得到├PC1~p1。矛盾于~p1 在 PC1 中不可证。所以将 p1 作为

公理添加到 PC1 中，不会导致不一致，因此 PC1 不具有语法完全性。 
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对于 PC2，情况很不相同。任取一在 PC2 中不可证的公式 A，现将之作为公理添加到

PC2 中。据（弱）完全性知有一 A 不是有效式，于是存在一个代入，对 A 实施该代入会推

导出一个矛盾式 B，进而可导致任一公式都在系统中可证，即导致系统不一致。因此 PC2
具有语法完全性。 

可以看到同样是经典命题演算系统，P1 不具有语法完全性，而 P2 具有。因此命题演算

系统是否具有语法完全性与该系统的语法构造有关，而与语言的解释无关。 

一般地，对于一个演算系统，如果它有代入规则，则由上可知该系统具有语法完全性。

对于经典命题逻辑而言，如果一系统是如 PC1 那样以公理模式方式构造的，由于语法完全

性的定义要求添加的是公式，而不是公式模式，所以，该形式系统不具有语法完全性。当然，

如果把一个不可证的公式模式，作为公理模式，则所得到的系统肯定是不一致的，但不能据

此认为该系统就具有语法完全性，因为语法完全性要求添加的是公式，而不是公式模式或公

理模式。 

下面讨论经典谓词演算逻辑的语义完全性问题。 

对于代入规则造成的影响如命题逻辑，不再赘述。下面就全称概括规则造成的影响作分

析。先给出一个一阶语言 L2。两个以公理模式构造的谓词逻辑演算系统 QC1 和 QC2。 

QC1 和 QC2 都是建立在同一语言 L2 之上。L2 的符号如下： 

（1）可数无穷多个个体变元：v1，v2，⋯，vn，⋯； 

（2）联结词：~，→； 

（3）量词：∀； 

（4）对每一正整数 n，有可数无穷多个 n 元谓词符号； 

（5）对每一正整数 n，有可数无穷多个 n 元函数符号； 

（6）有可数无穷多个常元符号。 

另外为便于阅读再加两个辅助符号：（，）。 

（1）—（3）是逻辑符号；（4）—（6）是非逻辑符号。 

项与公式的形成规则如常。 

下面是对 L2 的语义解释。 

定义 8  一个 L2 结构是一个有序对 Str=（S，τ），其中 S 是一非空集合，称为结构的（个

体）域；τ是定义在 L2 的非逻辑符号上的一个映射，满足： 

对 L2 的常元符号 c，τ（c）∈S 

对 L2 的 n 元函数符号 f，τ（f）是 S 上的一个 n 元函数 

对 L2 的 n 元谓词符号 P，τ（P）是 S 上的一个 n 元关系 

τ（c）（τ（f），τ（P））称为常元符号（函数符号，谓词符号）在结构 Str 中的解释，也

记为 cStr（fStr，PStr）。 

定义 9  结构 Str 的一个变元赋值π为一个从个体变元集到 Str 的个体域中的映射，即： 

π：{ v1，v2，⋯，vn，⋯}→S 
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定义 10  一个 L2 解释是一个有序对η=（Str，π），其中 Str 是一个 L2 结构，该结构的

域也称为解释η的域，记为|η|，π是 Str 的一个变元赋值。也称π为解释η的变元赋值；cStr、fStr，

PStr也记为 cη、fη，Pη 

令η=（Str，π）是一个 L2 解释。为定义η满足一公式，先定义项 t 在η下的意义，即 t
在η下的所指η（t）。 

t 是变元 v1，η（v1）=π（v1） 

t 是常元 c，η（c）= cη 

t 是 f t1⋯tn，η(f t1⋯tn)=fη（η(t1)，⋯，η(tn)） 

η为一解释，π是它的一个变元赋值。a 为其域的一元素，定义η的一个（新的）变元赋

值π（a/x）如下：如 y≠x，则π（a/x）(y)= π（y）；如 y=x，则π（a/x）(y)= a。 

η=（Str，π），则η（a/x）=（Str，π（a/x））。 

定义 11  A 是一公式，递归定义η满足 A（记为η╞A），如下： 

A 是原子公式 Pt1⋯tn，则η╞A 当且仅当（η(t1)，⋯，η(tn)）∈Pη 

A 是~B，则η╞A 当且仅当并非η╞A 

A 是 B→C，则η╞A 当且仅当η╞C 或者并非η╞B 

A 是∀xB，当且仅当对任一 a∈|η|，η（a/x）╞B 

η不满足 A 记为η╞/A。Γ是一公式集，η满足Γ指对任一 A∈Γ都有η╞A，记为η╞Γ。 

定义 12  Γ╞A 指：对任一 L2 解释η都有：如果η╞Γ，则η╞A。称 A 是Γ的语义后

承，又称Γ逻辑蕴涵 A。并非Γ╞A 也记为Γ╞/A。 

QC1 由以下十类公式构成： 

（1）A→（B→A） 

（2）（A→（B→C））→（（A→ B）→（A→C）） 

（3）（~A→B）→（（~A→ ~B）→A） 

（4）A→∀xA，x 不是 A 的自由变元 

（5）∀xA→A[t/x]，t 对 x 在 A 中代入自由。 

（6）∀x（A→B）→（∀xA→ ∀xB） 

（7）∀x1⋯xnA，A 是前 6 类公理之一。 

推理规则仅有一条：分离规则。 

定义 13  Γ├QC1A指：存在一个公式序列 A1 ，⋯，An 使得：A=An 并且对每一 Ai（1≤ i≤n）
都满足下列条件：Ai 或者为 QC1 公理，或者属于Γ，或者为由在其前的公式 Aj 和 Ak 运用

分离规则所得。称 A 是Γ的 QC1 语法后承。当Γ为空集时，称 A 为定理，亦称 A 在 QC1
中可证。 

QC1 有演绎定理成立。 
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系统 QC2 的构造如下： 

公理是 QC1 的（1）—（6） 

推理规则有两条： 

（1）分离规则； 

（2）全称概括规则：由 A 可得∀xA。 

定义 14  Γ├QC2A 指：存在一个公式序列 A1 ，⋯， An 使得：A=An 并且对每一 Ai

（1≤i≤n）都满足下列条件：Ai 或者为 QC2 公理，或者属于Γ，或者为由在其前的公式 Aj

和 Ak 运用分离规则所得，或者为由在其前的公式 Aj 运用全称概括规则所得。当Γ非空时称

该公式系列为有前提的推导。称 A 是Γ的 QC2 语法后承。当Γ为空集时，称 A 为定理，亦

称 A 在 QC2 中可证。 

QC2 亦仅有如定理 1 那样的平凡的演绎定理成立，只是要将依赖的定义中的代入规则

换为全称概括规则。 

我们通常说的经典谓词演算具有可靠性也是指弱的语义可靠性，QC1 和 QC2 都具有弱

的语义可靠性。而对于强可靠性这两个系统有不同的结果：QC1 具有强可靠性，而 QC2 不

具有强可靠性。如 Px├QC2∀xPx，但是 Px╞/∀xPx。 

对如 QC2 这样的以概括规则作为初始规则的谓词演算系统如何获得强可靠性，有两种

办法。一是限制全称概括规则的使用。具体地说，先定义特殊的语法后承，即空集的语法后

承——证明（∅├QC2
CA）；再定义定理；最后定义一般的语法后承——推导（Γ├QC2

CA），
此时可以在推导中限制全称概括规则的使用，即只能对定理使用全称概括规则（这一步可等

价地表示为，Γ├QC2
CA 当且仅当Γ中存在公式 B1，⋯Bn，使得├QC2

CB1∧⋯∧Bn→A。）。
由此所得的Γ├QC2

CA 具有下列结果： 

1、演绎定理成立：如果Γ，A├QC2
CB，则Γ├QC2

CA→B。 

2、如果Γ├QC2
CA，则Γ╞A。反之也成立。 

若Γ推导 A（即 A 是Γ的语法后承）则 A 是Γ的语义后承。关于此可参阅参考文献[8]。 

另一种办法是修改语义后承定义。为此先定义一结构满足公式如下： 

定义 15  一 L2 结构 Str 满足一 L2 公式 A 指：对任一解释η=（Str，π）都有η╞A。Str
满足 A 记为 Str╞SA。类似地可定义 Str╞SΓ。 

定义 16  Γ╞SA 是指：对任一 L2 结构 Str 都有：如果 Str╞SΓ，则 Str╞SA。称 A 是

Γ的广语义后承。 

易证对任一公式 A，任一变元 x 有：Str╞SA 当且仅当 Str╞S∀x A。 

易证强可靠性：Γ├QC2A，则Γ╞SA。 

当然也有强完全性。 

易见广语义后承使得全称量词失去意义。因此一般采用前一种方法，而不采用后一种修

改语义后承的方法。 

下面讨论模态逻辑系统的语义完全性问题。对作用于量词的全称概括规则上文已做讨

论，以下仅讨论必然化规则对语义完全性带来的问题。我们将讨论仅限于模态命题逻辑系统
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K，所得结果对一般正规模态逻辑系统都成立。 

K 建立在模态语言 LM 之上。LM 的语言较 L1 增加了一个一元联结词�，公式形成规则

如常。全体公式记为 Form(LM)。 

LM 的语义解释如下。一个框架 F 是一二元组，<W，R>，W 是一非空集，R 是 W 上

的一个二元关系。一个模型 M 是一二元组<F，V>，其中 F 是一框架，V 是一从 Form(LM)×W
到{1，0}中的一个映射并满足： 

（1）V（A，w）=1 当且仅当 V（~A，w）=0； 

（2）V（A∧B，w）=1 当且仅当 V（A，w）=V（B，w）=1； 

（3）V（A∨B，w）=1 当且仅当 V（A，w）=1 或 V（B，w）=1； 

（4）V（A→B，w）=1 当且仅当 V（A，w）=0 或 V（B，w）=1； 

（5）如果 V（�A，w）=1 当且仅当对任一 w1∈W，若 wRw 1，则 V（A，w1）=1。 

称此模型为建立在框架〈W，R〉上的一个模型。 

定义 17  令<W，R>为一 LM 框架，A 为 LM 的任一公式。如果存在〈W，R〉上的一

个模型<W，R，V>和 W 中的一个元素 w，使得 V（A，w）=1，那么我们就称 A 是可满足

的，可记为<W，R，V>╞A，或简单记为 w╞A，称<W，R，V>是 A 的模型。 

如果<W，R，V>是公式集Γ中的任意公式 A 的模型，则称它是Γ的模型。记为<W，R，
V>╞Γ。 

如果对〈W，R〉上的任意一个模型<W，R，V>，任意 w∈W 都有 V（A，w）=1，就

称 A 在框架<W，R>上有效，记为<W，R>╞A。 

如果 A 在任意一个 LM 框架上有效，则称 A 是 LM 有效的，记为╞A。否则，称 A 不

是 LM 有效的，记为╞/A。 

定义 18  Γ╞A 指：Γ的模型都是 A 的模型。称 A 是Γ的语义后承。 

系统 K 的公理： 

（1）—（3）分别为 PC1 的公理模式（1）—（3），只是其中的公式为 LM 公式 

（4）�（A→B）→（�A→�B） 

K 的推理规则有两条： 

R1：分离规则：MP 

R2：必然化规则：由 A 可得�A。也称为 N 规则，记为 RN。 

定义 19  Γ├KA 指：存在一个公式序列 A1，⋯，An 使得：A=An 并且对每一 Ai（1≤i≤n）
都满足下列条件：Ai 或者为 K 公理，或者属于Γ，或者为由在其前的公式 Aj 和 Ak 运用分

离规则所得，或者由在其前的公式 Aj 运用必然化规则所得。称 A 是Γ的语法后承。当Γ为

空集时，称 A 为 K 定理，亦称 A 在 K 中可证。当Γ非空时称 A1，⋯，An 为有前提的推导。 

定义 20  公式序列 A1，⋯，An 是一有前提的推导。公式 Ak 在该推导中依赖 Ai 指 k=i，
或者 Ak 是通过 MP 或 RN 规则从其中至少有一个是依赖 Ak 的（那些）公式中所得。 

对于├K 有如下的受限制的演绎定理： 
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定理 2  如果Γ，A├KB，并且存在一个从Γ∪{A}到 B 的推导，其中运用了 m 次 RN
规则于那些依赖于 A 的公式，则有：Γ├K�0 A∧⋯∧�mA→B。特别地当 RN 规则没有运用

于依赖 A 的公式时，则Γ├KA→B。 

K 有弱的可靠性，即├K A，则╞A。K 没有强的可靠性。如果欲得强可靠性，则如经典

谓词逻辑系统 QC2 一样，有修改语法与修改语义两种办法。 

将 QC2 的修改语法方法中的一些有关 QC2 的概念换为 K的相应的概念即可得到关于 K
的语法修改方法。记所得推导为├K

C，我们有：如果Γ├K
CA，则Γ╞A 

修改语义的方法如下。 

定义 21  令<W，R>为一 LM 框架，A 为 LM 的任一公式。如果存在〈W，R〉上的一

个模型<W，R，V>和 W 中的一个元素 w，使得 V（A，w）=1，那么我们就称 A 在 w 中真，

记为 w╞A，称<W，R，V>为 A 的单点模型；如果 A 在 W 中的任一元素中都真，则称<W，

R，V>是 A 的全点模型，可记为 W╞AA。 

如果<W，R，V>是公式集Γ中的任意公式 A 的全点模型，则称它是Γ的全点模型。记为

<W，R，V>╞AΓ。 

定义 22  Γ╞AA 指：Γ的全点模型都是 A 的全点模型。称 A 是Γ的语义后承。 

定义 23  如果〈W，R〉上的任意一个模型都是 A 的全点模型就称 A 在框架<W，R>
上有效，记为<W，R>╞AA。 

易见如果Γ├KA，则Γ╞A A。 

逻辑是刻画我们常用的推理中的一些概念的，例如，所有，必然等。因此一般总是先有

语义概念来描述我们头脑中关于这些概念的直观想法，然后再去构造与这些语义概念相匹配

的形式系统。所以一般不会采用修改语义的方法。 

弱可靠性和弱完全性是仅针对系统来说的，它们是仅从公理出发，根据推导规则所得的

公式集（定理集）与一语义解释下的有效性是否匹配的问题。一般常见的系统都具有弱的可

靠性和弱的完全性。而对于强可靠性与强完全性，它不仅仅是就某个系统而言的，还牵涉到

语法后承。如果系统的初始规则仅有分离规则，由于分离规则具有保真性，那么一般可将弱

的可靠性较自然地推广到强的可靠性；但是，如果除了分离规则外还有其他的初始推导规则，

那么在同一个系统上由于对这些规则是否可运用于公理以外的公式而会得到不同的语法后

承（Γ├A）。相对语法后承来说，语义关系一般有更为固定的含义，而且由于上面所述的

逻辑研究步骤，一般上是先有直观语义，再有形式语义，最后有语法，因此一般来说无论怎

样定义语法后承，总是朝着让语法后承跟这种先有的语义后承关系相匹配的目标出发的。 
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Abstract: Syntactical completeness is only concerned with syntactics. The classical proposition logic 

systems with the rule of substitution are syntactical complete, while the ones without the rule are not. 

Whether the classical predicate logic systems with the primitive rule of universal generalization have the 

strong semantic soundness depends on the restriction of the rule. There exists the similar relation 

between the necessitation and modal logic. 
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