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一个极小的弗协调逻辑系统1 
 

余俊伟 

(中国人民大学哲学系，北京，100872) 

 

摘要：从 Cω.去掉双重否定律可得到一个比科斯塔弗协调逻辑系统 Cω.更小的系统。它有一个克里普克语义

解释；论文证明了该系统相对于该解释既是可靠的又是完全的。 

关键词：弗协调逻辑; 可靠性; 完全性 

中图分类号： B81     文献标识码：A  

  

 

弗协调逻辑开创者科斯塔建立了一系列弗协调逻辑系统 Cn（1≤n≤ω），其中 Cω为最

小。Cω是以直觉主义命题逻辑的正部分加上排中律和双重否定律得到的；北欧的 D.Batens
以经典命题逻辑的正部分加上排中律得到了弱的弗协调逻辑 CLuN，并以此为基础扩张得到
了两个逻辑系统，它们都介于 CLuN 和经典逻辑之间。系统经典命题逻辑的正部分与直觉
主义逻辑的正部分相比多了皮尔士律。笔者介绍的这个系统是以直觉主义命题逻辑的正部分

仅加上排中律得到的。比 Cω和 CLuN都小，推理能力是最弱的，但它也说明还有比已知两
种否定更弱的否定。 

（一）L语法： 

1、MPL 建立在语言 L 之上，L 由以下三类符号组成： 

第一类包括可数无穷多个命题符： 

p0，p1，p2，⋯，pm，⋯，m为自然数。 

第二类包括四个联结词： 

¬，∧，∨，→。 

第三类包括两个标点符号： 

(，  )； 

它们依次被称为左括号和右括号。 

由初始符号组成的有穷序列称之为符号。由全体符号形成的集合，我们将它记为

Expr(L)。 

定义 1  L 的一个公式是也仅是按下列规则构成的符号： 

（1）单独的命题符号是公式， 

（2）若α是公式，则¬α是公式， 

                                                 
1 本文得到国家社会科学基金项目（04CZX010）的资助。 
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（3）若α，β是公式，则（α∧β），（α∨β），(α→β)是公式。 

单独的命题符号是最简单的公式，被称为原子公式。由全体原子公式所组成的符号集记

为 Atom(L)，全体公式组成的符号集记为 Form(L)。我们用α，β和γ等表示任意的公式。显
然，Form(L)将包含 Atom(L)。 

定义 2  对 L 中的公式α、β 

（1）α中的联结词¬，∧，∨，→出现的总次数称为α的复杂度； 

（2）α作为β的一个连续部分出现，我们就称α是β的子公式；如果α是β的子公式且α不
等于β，就称α是β的真子公式； 

（3）我们称只出现在α中而不出现在α的任何真子公式中的那个联结词为α的主联结词；
我们称主联结词是¬的公式为否定式；主联结词是∧的公式为合取式；主联结词是∨的公式为
析取式；主联结词是→的公式为蕴涵式。 

（4）α中某个¬的辖域是指在α中紧随该¬出现的α的子公式；α中某个→的左辖域和右
辖域是指在α中紧随该→出现的α的左、右两个子公式，对∧与∨的辖域定义类似。 

 

MPL 的公理模式有如下九条： 

（1） α→(β→α)， 

（2） (α→(β→γ)→ ( (α→β)→(α→γ))， 

（3） α→(β→α∧β)， 

（4） α∧β→α， 

（5） α∧β→β， 

（6） (α→γ)→((β→γ)→(α∨β→γ))， 

（7） α→α∨β， 

（8） β→α∨β， 

（9） α∨¬α， 

MPL 的推理规则： 

R（→消去规则）：从α和α→β可推出β。 

定义 3  MPL 的形式可推演关系定义如下。由公式集Г到α的一个推演是一个有穷公式
序列α1，α  2，⋯，αm，使得αm是α并且对于各个 j(1≤j≤m)，α j满足下列条件之一： 

（1）α j是 MPL 的公理， 

（2）α j∈Г， 

（3）有小于 j的 i和 k使得α j可从α i和αk利用→消去规则而得到。 

如果有一个由Г到α的推演，则称α在系统MPL中是由Г形式可推演的，记为Г├MPL α，
在不发生混淆的情况下简记为Г├α。否则，称α在系统 MPL 中不是由Г形式可推演的，记
为Г├/MPL α，在不发生混淆的情况下简记为Г├/α。当Г为空集时，我们称这个有穷序列
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为α的一个证明，也称α在 MPL 中是可证的。我们称一个可证的公式为 MPL 的一个定理。
若Г={α1，α 2，⋯，α m}，则Γ├α可记为α1，α 2，⋯，α m├α。Γ∪{α}├β可记为Γ，α├β。
若Γ为空集，Γ├α可记为├α。此时α是 MPL 的一个定理。 

定理 1  MPL 中有下列推演规则： 

（1）如果α∈Г，那么Γ├α， 

（2）如果Γ并且Γ⊆∆，那么∆├α， 

（3）如果Γ├α，Γ├α→β，那么Γ├β。 

定理 2  MPL 有演绎定理。对其成立 

（二）L语义： 

定义 4  一个 L框架是一个有序二元组〈W，R〉，其中 W是一非空集，R是 W上的一
偏序，即满足自返性和传递性。 

定义 5  一个 L模型是一个有序三元组〈W，R，V〉，其中〈W，R〉是一个 L 框架，
V是从 Form(L)×W到{1，0}中的一个映射，满足以下条件： 

（1）如果 V（α，w）=0，那么，对任一 w1∈W，若 wRw1，则 V（¬α，w）=1， 

（2）V（α∧β，w）=1当且仅当 V（α，w）且 V（β，w）=1， 

（3）V（α∨β，w）=1当且仅当 V（α，w）=1或 V（β，w）=1， 

（4）V（α→β，w）=1当且仅当对任一 w1∈W，若 wRw1，则 V（α，w1）=0或 V（β，
w）=1， 

（5）对 L 的任意公式α，W中的任意两个元素 w1，w2，如果 w1Rw2且 V（α，w1）=1，
那么 V（α，w2）=1。 

称此模型为建立在框架〈W，R〉上的一个模型。 

定义 6  令<W，R>为一 L 框架，α为 L 的任一公式。如果存在〈W，R〉上的一个模
型<W，R，V>和 W中的一个元素 w，使得 V（α，w）=1，那么我们就称α是可满足的，可
记为<W，R，V>╞α，或简单记为 w╞α，称<W，R，V>是α的模型。如果<W，R，V>是
公式集Γ中的任意公式α的模型，则称它是Γ的模型；如果对〈W，R〉上的任意一个模型<W，
R，V>，任意 w∈W都有 V（α，w）=1，就称α在框架<W，R>上有效，记为<W，R>╞α。
如果α在任意一个 L 框架上有效，则称α是 L 有效的，记为╞Lα，在不发生混淆的情况下简
记为╞α。否则，称α不是 L 有效的，记为╞/Lα。 

定理 3  如果├α，则╞α，即 MPL 相对于 L 框架具有可靠性。 

证明：假设├α。于是存在一个有穷公式序列α1，α 2，⋯，αm，使得αm是α并且对于各
个 j(1≤j≤m)，α j满足下列条件之一： 

（1）α j是 MPL 的公理， 

（2）有小于 j的 i和 k使得α j可从α i和αk利用→消去规则而得到。 

我们施归纳于 j(1≤j≤m) 证明对每一 j 都有╞α  j。 

当 j=1时。α j是 MPL 的公理。由下可得 α 是 L 有效的，因此╞α  j。 
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如果它属公理模式（1）。假设它不是 L 有效的，则存在一个 L 框架〈W，R〉，在它上
有一模型〈W，R，V〉并且 W中有一元素 w使得 V（α→(β→α)，w）=0，则据定义 5（4）
存在一个 W中的一个元素 w1满足：wRw1并且 V（α，w1）=1且 V（β→α，w1）=0，则据
定义 5（4）存在一个W中的一个元素 w2满足：w1Rw2并且 V（β，w2）=1且 V（α，w2）

=0，但根据定义 5（5）又有 V（α，w2）=1。这样就产生矛盾。因此它是 L 有效的。 

如果它属公理模式（2）。假设它不是 L 有效的，则存在一个 L 框架〈W，R〉，在它上
有一模型〈W，R，V〉并且 W中有一元素 w使得 V（(α→(β→γ)→ ( (α→β)→(α→γ))，w)=0，
则据定义 5（4）存在一个 W中的一个元素 w1满足：wRw1并且 V（α→(β→γ)，w1）=1且
V（(α→β)→(α→γ)，w1）=0，则据定义 5（4）存在一个W中的一个元素 w2满足：w1Rw2

并且 V（α→β，w2）=1且 V（α→γ，w2）=0，据定义 5（4）存在一个 W中的一个元素 w3

满足：w2Rw3并且 V（α，w3）=1且 V（γ，w3）=0。但 L 框架具有传递性，因此，w1Rw3；

又根据定义 5（5）有 V（α→(β→γ)，w3）=1且 V（α→β，w3）=1，与 V（α，w3）=1根
据定义 5（4）和 L 框架具有自返性一起可以得到 V（β，w3）=1 和 V（β→γ，w3）=1，进
而 V（γ，w3）=1。这样就产生矛盾。因此它是 L 有效的。 

如果它属公理模式（3）。假设它不是 L 有效的，则存在一个 L 框架〈W，R〉，在它上
有一模型〈W，R，V〉并且 W中有一元素 w使得 V（α→(β→α∧β)，w）=0，则据定义 5
（4）存在一个 W中的一个元素 w1满足：wRw1并且 V（α，w1）=1且 V（β→（α∧β），
w1）=0，则据定义 5（4）存在一个 W中的一个元素 w2满足：w1Rw2并且 V（β，w2）=1
且 V（α∧β，w2）=0，但根据定义 5（5）又有 V（α，w2）=1。这样就与定义 5（2）产生
矛盾。因此它是 L 有效的。 

如果它属公理模式（4）。假设它不是 L 有效的，则存在一个 L 框架〈W，R〉，在它上
有一模型〈W，R，V〉并且 W中有一元素 w使得 V（α∧β→α，w）=0，则据定义 5（4）
存在一个 W中的一个元素 w1满足：wRw1并且 V（α∧β，w1）=1且 V（α，w1）=0，与定
义 5（2）产生矛盾。因此它是 L 有效的。 

类似可证如果它属公理模式（5），也同样是 L 有效的。 

如果它属公理模式（6）。假设它不是 L 有效的，则存在一个 L 框架〈W，R〉，在它上
有一模型〈W，R，V〉并且 W中有一元素 w使得 V（(α→γ)→((β→γ)→(α∨β→γ))，w）=0，
则据定义5（4）存在一个W中的一个元素w1满足：wRw1并且V（α→γ，w1）=1且V（(β→γ)→(α
∨β→γ)，w1）=0，据定义 5（4）存在一个W中的一个元素 w2满足：w1Rw2并且 V（β→γ，
w2）=1且 V（(α∨β→γ，w2)=0，据定义 5（4）存在一个 W中的一个元素 w3满足：w2Rw3

并且 V（α∨β，w3）=1 且 V（γ，w3）=0，但 L 框架具有传递性，因此，w1Rw3；又根据

定义 5（5）有 V（α→γ，w3）=1与 V（β→γ，w3）=1，V（β→γ，w3）=1与 V（γ，w3）

=0根据定义 5（4）和 L 框架具有自返性一起得到 V（β，w3）=0；同理可得 V（α，w3）

=0，因此根据定义 5（3）有 V（α∨β，w3）=0。这与 V（α∨β，w3）=1产生矛盾。因此
它是 L 有效的。 

如果它属公理模式（7）。假设它不是 L 有效的，则存在一个 L 框架〈W，R〉，在它上
有一模型〈W，R，V〉并且 W中有一元素 w使得 V（α→α∨β，w）=0，则据定义 5（4）
存在一个 W中的一个元素 w1满足：wRw1并且 V（α，w1）=1且 V（α∨β，w1）=0，与定
义 5（3）矛盾。因此它是 L 有效的。 

类似可证如果它属公理模式（8），也同样是 L 有效的。 

如果它属公理模式（9）。假设它不是 L 有效的，则存在一个 L 框架〈W，R〉，在它上
有一模型〈W，R，V〉并且 W 中有一元素 w使得 V（α∨¬α，w）=0，则据定义 5（3）
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有 V（α，w）=0且 V（¬α，w）=0。因为 wRw，据定义 5（1）由 V（α，w）=0可得 V
（¬α，w）=1，这样就产生矛盾。因此它是 L 有效的。 

假设 j=n 时成立，当 j=n+1 时，如果α j是 MPL 的公理，如上已证得。如果有小于 j的 i
和 k使得α j可从α i和αk利用→消去规则而得到，则由归纳假设已得╞α i和╞α  k。不妨设 α k 
=α i→α j。如果╞/α j，则存在一个 L 框架〈W，R〉，在它上有一模型〈W，R，V〉并且 W
中有一元素 w使得 V（α  j ，w）=0，但是 α  i和 α i→α j是 L 有效的，因此 V（α i，w）=1且
V（α i→α j，w）=1，但 L 框架具有自返性，根据定义 5（4）有 V（α j ，w）=1，与刚才假
设的 V（α  j，w）=0矛盾。所以有╞α  j。 

由上证明了：如果├α，则╞α。 

定义 7  一公式集Γ称为足道集，如果存在 L 公式α使得Γ├/α。如果足道集Γ对公式α有
Γ├/α，也称Γ是α-足道的。 

定义 8  一公式集Γ称为极大足道集，如果它满足： 

（1）是足道集。 

（2）对任一 L 公式α，如果Γ├α，则α∈Γ。 

（3）对 L 公式α、β，若α∨β∈Γ，则有α∈Γ或β∈Γ。 

引理 1   对任一α-足道的公式集都能扩张为一α-足道的极大足道集。 

证明：设Γ是任一α-足道的。我们现在来证明存在极大足道集∆满足：Γ⊆∆并且∆├
/α。因而，Γ扩张为一α-足道的极大足道集∆。 

将 L 的所有形如α∨β的析取式排列如下：γ1，γ2，⋯，γn，⋯。下面构造公式集系列Γ1，

Γ2，⋯，Γn，⋯，如下： 

令Γ1=Γ。 

依次考察上述析取式排列中公式γ1，γ2，⋯，看是否可由Γ1推演出，设γi是上述析取式

排列的第一个可以由Γ1推演出的公式，即Γ1├γi，但对每一 j<i 都有Γ1├/γj。设γi=α∨β。如
果Γ1，α├/A，则令Γ2=Γ1∪{α}；否则Γ2=Γ1∪{β}；并将γi从排列中划去，然后再依次考察此

时的析取式排列中γk1，γk2，⋯，看是否可由Γ2推演出，⋯。一般地，假如Γn构造好了，我

们依次考察此时的析取式排列中公式γt1，γt2，⋯，看是否可由Γn推演出，如γtj不能，则考察

下一个，如果γi是第一个可由Γn推演出的析取式，设γi=α∨β，构造Γn+1如下： 

 

 

 

这样我们得到一个公式集序列Γ1，Γ2，⋯，并且有Γ1⊆Γ2⊆⋯Γi⊆Γi+1⊆⋯ 

令∆=Υ
∞

=1i

Γi。我们断定此∆即为所求的极大足道集。 

首先，据∆的构造显然有Γ⊆∆。 

其次，我们证明∆├/A。 

我们先证明对如上所构造的每一Γi都有Γi├/A。施归纳于 i。当 i=1 时，由Γ1的定义即

得。如果Γn├/A，而γi是第一个可由Γn推演出的析取式，设γi=α∨β，考虑Γn+1的两种情况。

Γn∪{α}，如果Γn，α├/A； 

 
Γn∪{β}，否则。 

 
Γn+1 = 
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如果Γn+1=Γn∪{α}，则由定义知Γn，α├/A，即Γn+1├/A。如果Γn+1=Γn∪{β}，则由定义可知
Γn，α├A。此时如果Γn+1├A，即Γn，β├A。根据演绎定理有：Γn├α→A且Γn├β→A，运
用公理模式（6）便得到Γn├α∨β→A，而由γi 可由Γn可推演出又有Γn├α∨β，因此Γn├A。
产生矛盾。因此Γn+1├/A。 

现在如果∆├A，因此存在∆的某个有穷子集∆′├A。∆′中的每一公式都属于∆的某一子集
Γi中，设这些子集下标最大的的为 j，则Γj├A。与上面所证的每一Γi都有Γi├/A矛盾。因此
∆├/A。这表明∆满足定义 8（1）。 

第三，对任一析取式α∨β，如果α∨β∈∆。则有某个 m 使得α∨β∈Γm，因而Γm├α∨β
故{m| Γm├α∨β }非空，取其最小元 i，因此对任一 j≤i都有Γj├/α∨β，对任一的 i≤j都有
Γj├α∨β。因此存在一 n（i≤n）使得在α∨β恰在构造Γn+1后从析取式排列被划去。根据Γn+1

的构造规则，如果Γn，α├/A，则Γn+1=Γn∪{α}；否则Γn+1=Γn∪{β}。对于前者α∈Γn+1，对于

后者有β∈Γn+1。而Γn+1⊆∆，所以有α∈∆或β∈∆。这表明∆满足定义 8（3）。 

第四，对任一公式α，如果∆├α，则∆├α∨α。（因为∆├α→α∨α）。由上第三所证知
必有α∈∆。这表明∆满足定义 8（2）。 

综上，∆即为所求的极大足道集。 

引理 2  如果Γ是 MPL 的极大足道集，则有： 

（1）如果 α∉Γ，则对任一满足条件Γ⊆∆的极大足道集∆都有 ¬α∈∆。 

（2）α∧β∈Γ，当且仅当 α∈Γ且 β∈Γ。 

（3）α∨β∈Γ，当且仅当 α∈Γ或 β∈Γ。 

（4）α→β∈Γ，当且仅当对任一满足条件Γ⊆∆的极大足道集∆都有 α∉∆或 β∈∆。 

证明：（1）设 α∉Γ。因为Γ├α∨¬α，由于Γ是极大足道集，所以定义 8（2）得到 α∨
¬α∈Γ，再据定义 8（3）由 α∉Γ便得到 ¬α∈Γ。因此对任一满足条件Γ⊆∆的极大足道集∆自
然都有 ¬α∈∆。 

（2）设 α∧β∈Γ，则Γ├α∧β，根据公理模式（4）和（5）可得Γ├α且Γ├β，由Γ是
极大足道集，故 α∈Γ且 β∈Γ。另一方面，假设 α∈Γ且 β∈Γ，则Γ├α且Γ├β，根据公理模式
（3）易得Γ├α∧β，由Γ是极大足道集，故 α∧β∈Γ。 

（3）设 α∨β∈Γ，由于Γ是极大足道集，故 α∈Γ或 β∈Γ。另一方面，如果 α∈Γ，则Γ
├α，根据公理模式（7）可得Γ├α∨β，由Γ是极大足道集，故 α∨β∈Γ。同理，根据公理
模式（8）可得如果 β∈Γ，则）α∨β∈Γ。 

（4）设 α→β∈Γ。对任一满足条件Γ⊆∆的极大足道集∆都有 α→β∈∆，因此∆├α→β。
如果还有 α∈∆，则∆├α，所以有∆├β，因为∆为极大足道集，所以 β∈∆。另一方面，设 α→β∉Γ。
此时有Γ∪{α}├/β。（否则将有Γ├α→β，进而 α→β∈Γ）。根据引理 1 可知存在一极大足道
集∆满足：Γ∪{α}⊆∆并且∆├/β，因此 α∈∆而 β∉∆，并且Γ⊆∆。 

定理 4  如果╞α，则├α，即 MPL 相对于 L 框架具有完全性。 

证明：假设├/α。令 M=<W，R，V>，其中 W={w | w是 MPL 的极大足道集}，R={<w1，

w2> | w1，w2∈W，w1⊆ w2}，V是从 Form(L)×W到{1，0}中的一个映射，满足以下条件：V
（α，w）=1当且仅当α∈w。 

如果 V（α，w）=0，那么 α∉w，由引理 2（1）得对任一满足条件 w⊆w1，也即 wRw1
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的极大足道集 w1都有 ¬α∈w1，因此 V（α，w1）=1。 

V（α∧β，w）=1当且仅当α∧β∈w当且仅当α∈w且β∈w当且仅当 V（α，w）且 V（β，
w）=1。     V（α∨β，w）=1当且仅当α∨β∈w当且仅当α∈w或β∈w当且仅当 V（α，w）
=1或 V（β，w）=1。    V（α→β，w）=1当且仅当α→β∈w当且仅当对任一满足条件 w⊆w1，

也即 wRw1的极大足道集 w1都有 α∉w1或 β∈w1，即 V（α，w1）=0或 V（β，w）=1， 

对 L 的任意公式α，W中的任意两个元素 w1，w2，如果 w1Rw2且 V（α，w1）=1，那
么据 R定义和 V的定义有 w1⊆ w2且 α∈w1，于是有 α∈w2，因此 V（α，w2）=1。 

因此 M为一 L 模型，由假设├/α得则存在一极大足道集Γ├/α。因此Γ∈W，并且 α∉Γ。
据 M定义有 V（α，Γ）=0。因此╞/α。 
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