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自信性认知逻辑 
 

许涤非 

（中国人民大学哲学系，北京，100871） 

 

提要   本文首先对一些认知逻辑的认知原则进行了分析，陈述了承认以及反对某些认知原则的理由。建立了认知逻

辑语义学，在这种语义学下，所承认的认知原则成立，而反对的认知原则不成立。构造了自信性以及弱自信性认知逻

辑系统，讨论了这两个系统的特点以及相互关系。 

关键词   逻辑全能，认知逻辑语义，K-系统，典范框架，典范模型。 

中图分类号：B813    文献标识码：A 

 

1     逻辑全能与认知 T-原则 

自古以来，人们一直都在探索关于认知的本质及其过程。哲学的这个研究领域就是通常人们所

说的“认识论”，而这个词正是来源于希腊语“知识”。柏拉图把知识定义为“合理且真的信

念”，这个定义一直影响着哲学家和逻辑学家。二十世纪，就像许多概念一样，“知识”开始借助

于形式逻辑的分析。随着十九世纪下半叶形式逻辑的发展，形式化的方法开始用于哲学概念的分

析。这些概念包括：时间，必然性，义务，还有认知。这些逻辑的大多数都归结为模态逻辑。虽然

模态逻辑最初形成是以刘易斯 1912 年发表的那篇关于“严格蕴涵的公理化”论文为标志的，但是模

态化的认知逻辑却开始于 1962 年，创始人是 Hintikka。 

模态化认知逻辑是用模态的方法表达认知语句，即在命题前加认知算子来表达认知语句。例如

Baα表示主体 a 认知α。第一本详尽讨论模态化认知逻辑的书是 Hintikka 所著的《知识和信念》出

版于 1962 年。这是一部非常有创意和令人深受启发的著作。Hintikka 所建立的关于知识和信念的

逻辑是仿照模态逻辑对“必然”和“可能”的处理方法在技术上对知识和信念进行分析。它集中刻

画知识和信念的内在性质。他把知识和信念区分开来，认为知识是经过验证为真的信念；信念却是

可以撤销、可以修正的。由于这些逻辑系统在语法上采用了 K 公理和认知概括规则，所以在这些系

统中，认知主体具有极端理想化的性质。这些性质包括：认知所有的逻辑真理；认知其已有知识的

所有逻辑后承。对于一个实际的认知主体，无论是个人主体、集体主体还是人工智能主体，这显然

都是过强的性质。这些性质，Hintikka 本人当时早已认识到了，他把这个问题称为逻辑全能问题

（Logical Omniscience Problem）。正是存在问题才使得这本著作更加吸引人。 

下面就逻辑全能问题作一个简单的介绍： 

用正规模态逻辑系统对认知进行刻画，会有这样的结果：认知对于逻辑后承是封闭的并且逻辑

定理一定是被认知的。 

事实上，这种方法还能得到许多其它的性质。因为所有这些性质与理想化的认知主体有关，所

以，它们被集中称为逻辑全能问题。（这里 B代表的是认知算子）： 

 

    LO1：|−Bα∧ B(α→β)→Bβ 

    LO2：|−α ⇒ |−Bα  

    LO3：|−α→β⇒ |−Bα→Bβ 

    LO4：|−α↔β⇒ |−Bα↔Bβ 
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    LO5：|−Bα∧Bβ→B(α∧β) 

    LO6：|−Bα→B(α∨β) 

LO1 是说如果认知ϕ以及蕴涵式：α→β，那么一定会认知β。LO2 是说如果α是逻辑定理，那么

α一定被认知。LO3 性质看似 LO1 类似，但是意思有很大的不同：如果认知α，那么就会认知α的所

有逻辑后承β。也就是说，不管蕴涵式的逻辑定理能否被认识，一旦主体认知了某个公式，他就会认

知这个公式的所有逻辑后承。LO4 是说，要么认知某个公式的所有逻辑等值式，要么全不认知它

们。也就是说，如果认知某个公式，那么就会认知这个公式的所有逻辑等值式，否则，就对这些公

式都一概不知，当然包括这个公式本身。LO5 是说，如果认知ϕ并且认知ψ，那么就会认知ϕ与ψ的合

取式。LO6 是说，如果认知ϕ，那么就会认知ϕ与ψ的析取式。（事实上，这条性质可以由 LO3 直接

得出。）虽然这些性质统称为逻辑全能问题，但是我认为并不是所有这些性质都与理性的认知主体

有关，相反，有些性质对于一般认知主体或者对于有一定推理能力的认知主体来说，都是可以成立

的。我认为 LO1，LO5 以及 LO6 对于有逻辑推理能力的认知主体来说，都是成立的。比如说 LO1，
我们假设主体已经认知了α以及蕴涵式：α→β，而β是一个比α→β简单的公式，如果主体有逻辑推理

能力，有什么理由不能认知β呢？我们在避免逻辑全能的同时，没有理由假设认知主体逻辑无能。逻

辑全能与逻辑无能是认知的两个极端，承认一个而舍弃另一个的做法并不理想。LO5 对于理性的认

知主体也是可以成立的。认知主体认知了两个命题，那么他当然会认知这两个命题的合取，除非他

不是理性的，内心的想法矛盾。LO6 的性质相对来说较强，因为它要求认知主体认知α∨β是α的逻辑

后承，而前面两条性质都未要求认知主体认知某些逻辑定理。然而本文承认这条性质是因为这条逻

辑定理是如此简单，只要有一定逻辑推理能力的主体，就可能有这样的认知性质。因此，在本文所

构造的逻辑系统中，这些性质都是系统的定理。 

本文反对其余的三条性质。LO3 与 LO4 都可从 LO2 得到，因此 LO2 是最强的性质。LO2 赋予

了认知主体认知所有的逻辑定理。这些性质都不现实。举个例子来说，人作为认知主体，不可能认

知他所认知命题的所有逻辑后承。假设一个公式ϕ与另一个长度大于 1000 万个字符的公式ψ等值，

虽然认知主体认知公式ϕ，但是认知主体却无法搞清楚ψ是什么。在认知主体资源有限的基础上，有

时人们会否认或者消弱 LO2－LO4。这三条性质都是正规模态逻辑系统的推理规则。由于本文反对

这三条性质，因此在本文所构造的逻辑系统中，它们都不是系统的推理规则。 

有些模态化认知逻辑著作可能是受柏拉图的影响，认为区分“知道”与“相信”的标志是：知

道的都是真的，而相信的未必是真的。也就是说，不会知道假的事件而可以相信假的事件。“知

道”的这种认知原则，我们称之为 T-原则，公式表示为：Bα→α。然而一般的认知，即使是科学知

识也没有如此强的性质，因为认知主体无法保证它所认知的就一定是真的。但是认知主体在主观

上，却可以有这样的自信，即认知主体相信他的认知都是真的，公式表示为：B（Bα→α）。注意：

我们这里的认知算子代表的是最抽象的“认知”，它是抽取了“相信”，“知道”，“认为”等这

些认知的共同特征的认知。形如 Bα的公式都是主观公式，它表达了是认知主体主观上的想法。一般

模态化认知逻辑的公理都是客观公式，我们希望建立一种刻画认知主体对自己认知自信的系统，因

此 B（Bα→α）可以作为我们系统的公理。由于 T-原则太强，不适于一般的认知特点，所以我们还

希望所建立的逻辑系统的任何扩充都不应含有 T-原则。 

上面是在直观上对所要构造的系统作了简单的分析。那么下面我们需要找到一种语义学，它能

够很好地解释我们刚才所分析的那些思想。 

2    认知逻辑语义学背后思想 

通过学习模态逻辑，我们知道：LO2-LO4 的推理规则在任一标准可能世界语义框架上有保有效

性。因此，如果我们要找的语义是可能世界语义的话，它一定是非标准的可能世界语义学。我们采

用的确实是一种可能世界语义学，它与标准的可能世界语义学的不同之处主要有两方面 ： 
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（1）区分了现实世界与认知可能世界。现实世界不是认知可能世界。它与可能认知世界具有

不同的性质。（2）有效性定义的不同。标准的可能世界语义学的模型有效性需要在所有的可能世界

上都真，而认知逻辑的语义学的模型有效性只需要在现实世界上真就可以了。 

我们使用这样的语义学有一个较令人满意的结果，那就是我们构造的认知逻辑不但不会出现 
Bα→α，而且保证他们的扩充都不会出现 Bα→α。 

这一部分，我们要考察模态化认知逻辑背后的基本思想。 

认知逻辑语义学中心概念有两个：“现实世界”和“认知可能世界”。其它的语义概念都是从

这两个概念得到的。因此，我们首先来分析这两个概念。 

现实世界在认知过程中占有特殊的地位。首先它是客观存在的，它不以认知主体的主观意志而

改变。每一个认知主体所处的现实世界是一样的。 

这里的认知逻辑语义学是一种静态的语义学，现实世界代表的是一种“最根本”的客观世界的

本质，它不会随时间的改变而改变，并且这种最根本的客观存在是无法被认知主体完全认知的。 

所有命题都有“真假”之分，判断命题正误是以现实世界为标准的。现实世界代表的是一种最

根本的客观实在，从这种最根本的客观存在出发，会得到无穷多的与现实世界“一致”或“不冲

突”的性质。当命题与现实世界“一致”，命题就是“真”的，反之，就是“假”的。 

“认知可能世界集”W 是所有认知主体所能认识到的所有认知可能世界。每一个认知主体在现

实世界上，都有一个特定的认知可能世界集 U，它是 W 的子集。这个认知可能世界集 U决定了认知

主体的认知范围和认知内容。不同的认知主体虽然同处于一个现实世界，但是由于认知能力的差

异，所处环境的差异等等，导致了认知可能世界的不同，因而认知范围和内容就会不同。就像双胞

胎的兄弟，因为先天的因素或者后天生活条件的差异，一个人拿到了博士学位，而另一个人还在农

村务农。那么虽然他们同处于一个现实世界，但是一个人认为自己将来成为教授是可能的，而另一

个则认为不是可能的。对于一个逻辑学家提出一套崭新的逻辑理论是可能的，但是对于一个音乐学

家大概就不是可能的。同样，对于一个音乐家，谱写出一篇美妙的乐章是可能的，但是对于逻辑学

家，大概也不可能。 

“认知主体认知了命题α”，符号表示为：Bα。Bα的真值完全取决于 U以及α在 U中的真值。

一个在北京的人知道现在北京在下雨，但是他对上海的天气一无所知。此时他的认知可能世界集就

会有这样两个认知可能世界：w1（在 w1 上，北京在下雨而上海没下雨），w2（在 w2 上北京和上海

都在下雨）。现在的实际状态是：北京在下雨而上海没下雨。值得注意的是，现在状态并不是现实

世界，现在状态可以改变，并且它是认知可能世界，可以被认知主体认知。现实世界是不会改变

的，它是一种永恒的存在，不会被认知主体认知。 

在认知逻辑语义中，还有一个由认知可能世界集 W 生成的概念—认知通达关系。它是认知可能

世界集 W 上的二元关系。<w, w′>∈R，表示的是认知主体如果处在 w 的状态，那么他就会认为 w′是
认知可能的。例如在上面的例子中，<w1, w2>∈R 并且<w1, w1>∈R 但是<w1, w3>∉R（在 w3 上，北京

没下雨并且上海没下雨）。认知主体处在状态 w1 上，知道北京在下雨，此时他不会认为 w3 是认知

可能世界，因为在 w3 上，北京没下雨。认知主体处在状态 w1 上，不知道上海是否下雨，因此就会

认为有两种可能：一种上海在下雨，一种上海没下雨。这种对信息的不确定性就表现为多种认知可

能。一般来说，一个认知主体如果对 n 个命题不确定的话，他就会认为有 n2 个认知可能世界。 

认知主体认知命题α，当且仅当在他的所有认知可能世界集上α都真。例如在上面的例子中，认

知主体知道北京在下雨，那么在他的认知可能世界集 U中的任一认知可能世界上，α都真。认知主

体可以怀疑认知可能世界的真假，但是不会怀疑自己所认知的命题。 
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3    认知逻辑语义学 

下面是其严格定义。 

3.1 定义  框架  框架 K是四元组<o, W, U, R>，其中 W 是非空集合，U是 W 的子集，R 是 W 上

的二元关系，o∉W。 

W 称为认知可能世界集，W 的元素称为认知可能世界，R 称为认知通达关系，o 称为现实世

界，U称为主体所认知的世界。 

 

3.2 定义  赋值和模型   K = <o, W, U, R>是框架。V 是全体公式的集合 Form 到 W∪{o}的幂集

P(W∪{o})的映射，如果 V 满足以下条件，则称V 是 K 上赋值： 

(1) u∈V(¬ α) 当且仅当 u∉V(α)； 

(2) u∈V(α→β) 当且仅当 u∉V(α)或 u∈V(β)； 

(3) 对于 u∈W 有 

u∈V(Bα) 当且仅当 任给 v∈W，如果 uRv，则 v∈V(α)； 

对于 o 有 

o∈V(Bα) 当且仅当 任给 v∈U，都有 v∈V(α)。 

V(α)称为α在 V 下的值。M = <K, V>称为模型。 

条件(3)说明：在认知可能世界 s 上或现实世界 o 上，主体知道公式α是真的，当且仅当在所有

的可能世界 v（v 是主体深信的认知可能世界）上，α都真。换句话说，尽管认知主体可能会怀疑认

知可能世界的真实性（如果他认为至少存在一种认知可能），但是他并不怀疑α的真实性：这个公式

在所有认知可能世界上都成立。所以，在这种情况下，我们确实可以说，主体认知公式α。 

 

3.3 定义  有效  K = <o, W, U, R>是框架。 

(1) V是 K上赋值，M = <K, V>是模型。M |= α  当且仅当 o∈V(α)。 

(2) K |= α  当且仅当任给 K上赋值，都有<K, V> |= α。 

所以 K |=/  α  当且仅当存在 K上赋值 V，使得<K, V> |=/  α，也就是存在 K上赋值 V，使得

o∉V(α)。 

 

3.4 引理  K是框架。 

(1) 如果α是重言式的代入，则 K |= α。 

(2) K |= B(α→β)→(Bα→Bβ)。 

(3) 如果α是重言式的代入或 K-公理，则 K |= Bn α。 

(4) 如果 K |= α且 K |= α→β，则 K |= β。■ 

 

    在认知逻辑框架上认知概括规则不具有保有效性。即“如果 K |= α，则 K |= Bα”不成立。 

3.5 定理 存在框架 K = <o, W, U, R>使得 K |= α并且 K |=/ B α。 
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证 取框架 K = <o, W, U, R>，其中 U ≠ ∅，R 是 W 上的空关系。取α=¬(Bp∧B¬p)。 

任给 W 上赋值 V，取 u∈U，就有 

u∉V(p)或 u∉V(¬p)。 

所以 

o∉V(Bp)或 o∉V(B¬p)。 

所以 

o∉V(Bp∧B¬p)。 

所以 

o∈V(¬(Bp∧B¬p))。 

因此 K |= ¬(Bp∧B¬p)。 

取 K上赋值 V，取 u∈U，因为 R 是空关系，所以 

不存在 v∈W，使得 uRv。 

所以 

u∈V(Bp)且 u∈V(B¬p)。 

所以 

u∈V(Bp∧B¬p)。 

所以 

u∉V(¬(Bp∧B¬p))。 

所以 

o∉V(B¬(Bp∧B¬p))。 

因此 K |=/  B¬(Bp∧B¬p)。■ 

 

3.6 定义  自返框架  持续框架    

K = <o, W, U, R>是框架。 

（1） 任给 u∈U，都有 uRu，则称 K是自返框架。 

（2） 任给 u∈U，都存在 v∈W，使得 uRv，则称 K是持续框架。 

 

3.7引理  

(1) 如果 K是自返框架，则 K |= B(Bα→α)。 

(2) 如果 K是持续框架，则 K |= B¬(Bα∧B¬α)。■ 

 

4    自信系统 BT 

自信系统 BT 有以下公理和推演规则组成： 



 6 

一、 公理 

1、 重言式公理   所有重言式的代入。 

2、 K-公理       B(α→β)→(Bα→Bβ)。 

3、 认知公理     Bn α      （α是 1，2 形式的公理） 

4、 自信公理     B（Bα→α） 

二、 推理规则 

分离规则  从α, α→β得到β。 

B0α  = α，B1α  = Bα, Bn α= BBn –1α。 

 

每个认知逻辑系统的有效性是由某个框架类所确定的。BT 系统的有效性（称为 BT-有效性）是

由全体自返框架类所确定的有效性。 

 

4. 1 引理  自信系统 BT 的公理是 BT-有效的。 

证  见引理 3.4(1)(2)(3)，引理 3.7(1)。■ 

 

4. 2 定理  可靠性 如果|− BTα，则α是 BT-有效性的。 

证  设α的证明序列是α1,⋯, αn，归纳证明任给 1≤i≤n，α i 都是 BT-有效的。 

(1) 如果αi 是公理，则由引理 4.1得αi 是 BT-有效的。 

(2) 如果存在 1≤j, k<i，使得αk = αj→α i，则由归纳假设得αj 和αj→α i 都是 BT-有效的，由引理

3.4(4)得αi 是 BT-有效的。■ 

 

4.3定理      |− BTα↔β⇒ |−BT Bα↔Bβ  不是 BT 的导出规则。 

证    （p↔p）↔ B（Bp→p）是 BT 的内定理，但是 B（p↔p）↔BB（Bp→p）不是 BT 的内定

理。这是因为 B（p↔p）→ BB（Bp↔p）不是 BT-有效性的。 

取自返框架 M = <o, W, U, R , V >，其中 W={s, t}，U={s}，R={<s, s>，<s, t>}，t∉V(p)。 

因为（p↔p）是重言式，所以它在任一世界上都是真的。所以 s∈V(p↔p)。所以

o∈V(B(α↔α))。 

因为 t 没有可及世界，所以 t∈ V(Bp)。但是 t∉V(p)，所以 t∉V(Bp→p)。因为<s, t>∈R，所以

s∉V(B(Bp→p))。因为 s∈U，所以 o∉V(BB(Bp→p))。 

因为 o∈V(B(p↔p))并且 o∉V(BB(Bp→p))，所以 o∉V(B(p↔p)→ BB(Bp→p))。■ 

 

4. 4定理      |−BT α→β⇒ |−BT Bα→Bβ  不是 BT 的导出规则。 

证  与定理 4.3 可得。■ 
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至此，我们已经证明了 BT 系统没有 LO2－LO4 性质。 

 

虽然系统没有 LO2－LO4 性质，但是系统却有较弱的类似于 LO2－LO4 的性质。 

4.5 定理 

（1）|−p α⇒ |− Bα    

（2）|−p α→β⇒ |− Bα→Bβ   

（3）|−p α↔β⇒ |− Bα↔Bβ  ■ 

|−p α表示重言式，P 表示经典命题演算系统。 

在前面，我们曾经承认了逻辑全能的三种性质，第一条已经体现在系统的公理上，即 K-公理，

我们现在来证明其它两条性质使系统的定理。 

4.6 定理 

（1）|−BT Bα∧Bβ→B(α∧β) 

（2）|−BT Bα→B(α∨β)           ■ 

 

4.7 定义  无概括规则的证明  在 K系统中，概括规则只用于形如 Bnα的公式（其中 n≥0，并且α
是 K系统的公理）的证明称为无概括规则的证明。 

在无概括规则的证明的公式序列中，认知概括规则作用的公式要么是公理，要么是 Bnα，其中

α是公理。 

 

4.8 引理  每一个 K系统的定理α都有一个无认知概括规则的证明。 

证    施归纳于定理的证明长度。证明的基始很明显，这种情况下公式序列就是公理。 

假设当长度大于 1 小于 n 时结论成立，α1⋯αn 是α=αn 的证明。如果α是由前面的公式αi ，α j 经

分离规则得到的，1 ≤ i，j<n。根据归纳假设，存在α i ，αj 的无概括规则证明。这两个证明合在一起

再使用分离规则，就得到α的无概括规则证明。 

如果α是由前面的公式αi 经概括规则得到的，α = Bα i。假设β1⋯βm，α i=βm，是α i 的无概括规则

的证明，并且χ1⋯χk 是证明序列中的所有公理。那么χ1⋯χk,Bχ1⋯Bχk, Bβ1⋯Bβm就是α的无概括规则

证明。这是因为从 B(ϕ→ψ)，Bϕ可以得到 Bψ。■ 

 

4.9 定理    K系统是 BT 的子系统。■ 

4.10 引理  x 是 K极大和谐集，如果 Bα→α∈x，则 x −⊆ x。 

证  任给α∈x，都有 Bα∈x，由 Bα∈x 和 Bα→α∈x 得α∈x，所以 x −⊆ x。■ 

 

4.11  定理  x 是 K-极大和谐集，如果 Bα∉x，则存在 K-极大和谐集 A，使得 x −⊆ A 且α∉A。■ 

 
4.12  引理  如果|−/ B T  α  ，则 Th (BT)∪{¬α}是 K-和谐的。 



 8 

证    假设 Th (BT)∪{¬α}不是 K-和谐的。那么 Th (BT)∪{¬α}不是 BT-和谐的。所以 Th (BT) |−BT  

α，因此 |−BT  α。矛盾。■ 

 

4.13 引理  设 M = <K′, V′>是标准的 K典范模型，其中 K′ = <W, R>，则 

(1) 任给 u∈V′(α) 当且仅当 α∈u。 

(2) 如果|−/ B Tα，则存在 x∈W，使得 Th(BT ) ⊆ x 且α∉x。 

证    (1)可参见[2]有关 K系统完全性的证明。 

(2) 由引理 4.12 以及 lindenbaum 定理（每一个 K和谐集都可以扩充为 K极大和谐集）得到。■ 

 

4.14 引理  如果|−/ B T  α   ，则存在自返框架 K=<o, W, U, R>，K |=/ α 。  

证    |−/ B T α ，则|−/ K α。利用典范模型的方法，可以得到标准的典范框架 K′=<W, R>，使得 K′, x 
|=/ α ，并且 Th (BT)∪{¬α}⊆x。在框架 K′=<W, R>的基础上，可以得到单主体认知框架

K=<o, W, U, R>。将框架 K′=<W, R>上增加一个点 o，o∉W。u∈U当且仅当 x −⊆u。在 K上的赋值

V，如下： 

任给 u∈W，u∈V(p) 当且仅当 u∈V′(p)；o∈V(p) 当且仅当 x∈V′(p)。 

通过归纳可以得到 u∈V(α) 当且仅当 u∈V′(α)；o∈V(α) 当且仅当 x∈V′(α)。 

(1) 任给 u∈W，对α作归纳。 

α是命题变项，由定义直接可得，α = ¬β，α  = β→γ显然，略。这里只证α  = Bβ时的情况。 

u∈V′(α)，即 u∈ V′(Bβ)。根据定理 4.11，u∈V′(Bβ)当且仅当任给 uRv，都有 v∈ V′(β)。由归纳

假设，可得 v∈ V′(β)当且仅当 v∈ V(β)。任给 uRv，都有 v∈ V(β)当且仅当 u∈ V(Bβ)。所以 u∈V′(Bβ)
当且仅当 u∈ V(Bβ)。 

(2)对于现实世界 o，对α作归纳。 

α是命题变项，由定义直接可得，α = ¬β，α  = β→γ显然，略。这里只证α  = Bβ时的情况。 

O∈V′(α)，即 o∈ V′(Bβ)。根据定理 4.11，o∈V′(Bβ) 当且仅当 任给 u∈U，都有 u∈ V′(β) 当且仅

当给 xRu，都有 u∈ V′(β)。由(1)，可得 u∈ V′(β)当且仅当 u∈ V(β)。所以 o∈V′(Bβ) 当且仅当 任给

xRu，都有 u∈ V(β)当且仅当 x∈ V(Bβ)。 

任给 u∈U，则 x −⊆u。B(Bα→α)∈Th(BT)，所以 B(Bα→α)∈x。所以 Bα→α∈u。 

由引理 4.10，可得 u −⊆ u。 

因此 K是自返框架。■ 

 

4.13 定理   完全性   BT 系统具有完全性。  

证    由引理 4.13 直接可得。■  

 

5    弱自信系统 BD 

认知主体相信自己的认知都是真的体现了认知主体对自己认知的自信。认知主体还可以有一种

较弱的自信，那就是认知主体相信自己的认知没有矛盾，即相信自己不会同时认知一个命题和其否

定，公式表示为：B¬(Bα∧B¬α)。可以建立刻画认知主体弱自信的逻辑系统 BD。 
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弱自信系统 BT 有以下公理和推演规则组成： 

一、公理 

1、 重言式公理   所有重言式的代入。 

2、 K-公理       B(α→β)→(Bα→Bβ)。 

3、 认知公理     Bn α      （α是 1，2 形式的公理）。 

4、 弱自信公理     B¬(Bα∧B¬α)。 

二、 推理规则 

分离规则  从α, α→β得到β。 

 

系统内的证明以及系统内定理的定义如常，这里不再赘述。 

 

BD 系统的有效性（称为 BD-有效性）是由全体持续框架类所确定的有效性。 

 

5.1引理  弱自信系统 BD 的公理是 BD-有效的。 

证  见引理 3.4(1)(2)(3)，引理 3.7(2)。■ 

 

5.2  定理  可靠性 如果|− BDα，则α是 BD-有效性的。■ 

 

5.3  定理   |−BD α→β⇒ |−BD Bα→Bβ  不是 BD 的导出规则。■ 

 

5.4  定理      |− α↔β⇒ |− Bα↔Bβ  不是 BD 的导出规则。■ 

所以，BD 系统也没有 LO2－LO4 性质。同样，BD 系统也有 LO2－LO4 弱推理规则。 

5.5 定理 

（1）|−p α⇒ |− Bα    

（2）|−p α→β⇒ |− Bα→Bβ   

（3）|−p α↔β⇒ |− Bα↔Bβ  ■ 

 

5.6  定理 

（1）|−BD Bα∧Bβ→B(α∧β) 

（2）|−BD Bα→B(α∨β)   ■ 

给出了这两个系统，人们自然会想到它们之间的关系。直观上说，自信是相信自己认知的都是

真的，因此也就会相信自己认知无矛盾，因为矛盾不可能真。事实上，可以证明弱自信公理是 BT 系

统的内定理。 

5.7 定理   |−BT B(¬(Bα∧B¬α))。■ 
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5.8  定理    BT 是 BD 的真扩充。 

证    由上面的定理，我们只需证自信公理不是 BD 的内定理就可以了。 

取 K = <o, W, U, R>满足： 

W = {u, v}，U = {u}，R = {<u, v>, <v, v>}， 

则 K是持续框架。 

取 K上赋值 V，满足 v∈V(α)且 u∉V(α)，则 u∈V(Bα)，所以 

u∉V(Bα→α)， 

所以 

K |=/  B(Bα→α)。 

因为 K是持续框架，所以 B(Bα→α)不是 BD-有效的，由 BD 的可靠性定理，B(Bα→α)不是 BD
的内定理。■ 

 

5.9 引理   x 是 K-极大和谐集，如果¬(Bα∧B¬α)∈x，则存在 K-极大和谐集 A，使得 x−⊆ A。 

证  如果¬(Bα∧B¬α)∈x，则 

Bα∉x 或 B¬α∉x， 

由定理 4.11 存在 K-极大和谐集 A，使得 x −⊆ A。■  

 

5.10  引理  如果|−/ B D  α  ，则 Th (BD)∪{¬α}是 K-和谐的。■ 

 

5.11  引理  如果|−/ B D  α  ，则存在持续框架 K=<o, W, U, R>，K |=/ α 。  

证    |−/ B D α ，则|−/ K α。利用典范模型的方法，可以得到标准的典范模型 M′=<K′, V′>，使得<K′, 
V′> |=/ x α ，并且 Th (BD)∪{¬α}⊆x。在框架 K′=<W, R>的基础上，可以得到单主体认知框

架 K=<o, W, U, R>。将框架 K′=<W, R>上增加一个点 o，o∉W。u∈U当且仅当 x −⊆u。在 K上的赋

值 V，如下： 

任给 u∈W，u∈V(p) 当且仅当 u∈V′(p)；o∈V(p) 当且仅当 x∈V′(p)。 

通过归纳可以得到 u∈V(α) 当且仅当 u∈V′(α)；o∈V(α) 当且仅当 x∈V′(α)。 

任给 u∈U，则 x −⊆u。B¬(Bα∧B¬α)∈Th(BT)，所以 B¬(Bα∧B¬α)∈x。所以¬(Bα∧B¬α)∈u。由

引理 5.9，可得存在 v∈W，使得 u −⊆ v。因此 K是持续框架。■ 

 

5.14  定理   完全性   BD 系统具有完全性。 

证    由引理 5.11 直接可得。■    
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6    讨论 

自信性系统 BT 与弱自信性系统 BD 完全性的证明非常相似，这是由这两个系统的共同特征决

定的。 

自信性系统 BT 和弱自信性系统 BD 都是 K 系统的扩张，同时它们又都是非正规的模态逻辑系

统。自信性公理表达的是认知主体主观认为自己的认知都是真的，弱自信性公理表达的是认知主体

认为自己的认知无矛盾。这两个系统的特征公理表达的都是认知主体主观认为的性质，它们都是形

如 Bα的公式，我们称这样的公式为主观公式。因为这两个系统都是非正规系统，更确切地说这两个

系统没有认知蕴涵规则：|− α→β⇒ |− Bα→Bβ  因此无法用典范模型的方法证明其完全性能。但是这

两个系统有一个显著的特征，即都是 K系统的扩张，并且特征公理是主观公式，因此可以通过 K系

统的典范模型的方法构造两个系统的非定理的反模型。具体的思路如下： 

 |−/ s α ，则|−/ k α 。所以¬α是 K-一致的。因为 K系统是正规系统，所以 K系统有典范模型。因此

就有 K系统的α的反模型。我们希望从 K系统的α的反模型造出 S 系统的α反模型。两者之间的联系

就是：¬α是 S-一致的，一定有 TH(S)∪¬α是 K-一致的。所以 TH(S)∪¬α可以扩张为 K-极大和谐集

x。此时，在 K系统的α-反模型（典范模型）的 x 点上，α假。我们可以在这个典范模型的框架上，

增加一个点 o，o∉W，并且把 x“模拟”为现实世界 o。也就是说，把与 x 有认知关系的认知可能世

界“复制”成现实世界的认知可能世界集 U。这样，我们就得到了认知语义框架<o, W, U, R>，其中

<W, R>是 K系统的典范框架。两种框架上的赋值的关系是：在每一个认知可能世界上，公式的赋值

都相同；在现实世界上的赋值与 x 的赋值相同。此时就找到了α-反模型（认知语义模型）。要证 S
系统的完全性，我们还需要证这个α-反模型的框架属于 S 有效框架类。S 系统的特征公理都是主观

公式 Bα，并且 Bα在此模型中是有效的，因此任给 u∈U，都有α∈u。这样根据模态公式与框架对应

关系，就可以判断出此模型属于 S 有效框架类，从而证出完全性。 

这种完全性证明方法适用于这样的系统 S：S 是 K系统的非正规系统，并且系统的特征公理是

主观公式。 

我们所构造的两个系统分别刻画了主体自信以及弱自信。在这两个系统中，消弱了逻辑全能问

题。LO2-LO4 在这两个系统中不再成立。但是，它们对认知主体仍然赋予了很强的认知性质： 

 

（1）|−p α⇒ |− Bα    

（2）|−p α→β⇒ |− Bα→Bβ   

（3）|−p α↔β⇒ |− Bα↔Bβ   

 

这三条性质可以说都是由重言式公理，K-公理以及分离规则得到的。既然我们已经承认了 K-公
理，那么我们就来考虑重言式公理。认知主体可以认知所有的重言式，这是一条非常强的认知性

质。试想假设重言式是一个长度大于 1000 万个字符的公式，一般的认知主体在资源有限的基础上是

无法认知这样的公式的。因此，我们所构造的系统只是在某种程度上减弱了逻辑全能问题。 
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