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摘要： 基于拉姆齐的概念和公理，我们论证存在一个效用函数，它定量地刻画了价值，并且合理地表达了

价值的定性概念。 
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1 问题的背景 
 
在贝叶斯归纳逻辑理论中，决策模型包含有三个元素，即侯选行为集 A、世界状态集 S
和侯选行为的后果集 O。众所周知，决策是在侯选行为集中选择某一行动方案，要达到这一
目标，我们必须对侯选行为的价值给以评判。对于贝叶斯理论来说，评估侯选行为的价值需

要通过评估行为后果的效用和有关世界状态的信念度来实现。因此，确定行为后果的效用是

这一理论的关键。进一步，拉姆齐（F Ramsey，贝叶斯理论的代表性人物之一）是在效用的
基础上定义信念度概念，从而建立他的理论（参见[1]）。可见，明确行为后果的效用，对于

拉姆齐的理论乃至贝叶斯归纳逻辑理论来说具有十分重要的意义。但是，拉姆齐的论文非常

简洁，他在进行哲学分析的同时仅提出了几个公理，并简要地说明了信念度概念的性质，并

没有证明存在效用函数。另外，在我们所涉及有影响的文献中[2-5]，作者仅仅是举例说明拉

姆齐的思想，没有在他的公理基础上完成这项工作。 

 
我们可以从两个角度来刻画价值这个概念：其一，从定性的角度，可以用偏好等概念来

表达，通常偏好用"对此的喜爱不次于彼"来描述，可见它实际上是个比较的概念；其二，从
定量的角度，定量价值经常被称为效用，它是定性概念的数值表示，也就是说它表达定性概

念。显然，定性概念是根本的[6]。比方说，如果我们没有轻重的概念，那么说某物体的重量

为 500克和两物体重量差为 500 克是没有意义的。本文将基于拉姆齐的概念和公理，论证存
在一个效用函数，并考察它的一些性质。 

 
2  基本概念及拉姆齐公理  
 
任何行为都将产生相应的后果，但这些后果不仅仅取决于相应的行为，而且还依赖于我

们的可能世界状态。例如，当事人要从广州去到北京，可选择的交通工具有飞机和火车。显

而易见，乘飞机所带来的后果——所花时间的长或短——取决于行程过程中的天气状况（世

界状态）。因此，一个候选行为 ai (ai∈ A)可以表达为“a如果 p， b如果¬p”，我们把这一形
式记为 (ap， b¬p)，这里，a， b ∈O，p为一命题。 

 
定义 1 一个候选行为或后果称为一个选项，选项集 F= A∪ O。 

 
定义 2令 f≧g 为 “对 f 的喜爱不次于 g”。 我们称偏好 “≧” 为一个弱序，当且仅当：



对任何 f， g， h ∈X， 
    (i)传递性：如果 f≧g 且 g≧h， 那么 f≧h， 

(ii)连通性：f≧g 或 g≧f（或同时成立）。 
 
进一步，我们定义无殊关系“~”和严格偏好关系“f”分别为： 

f ~g 当且仅当 f≧g且 g≧f， 
ff g当且仅当 f≧g且非(g≧f)。 

 
我们把 f~g和 ff g分别读着“f 与 g是无殊的或是相当的”和“对 f 的喜好超过 g”。
以上三种关系都是非空集 X 上的二元关系。上述定义是以关系“≧”为前提的，容易证明
关系“~”和“f”具有传递性。 

 
定义 3 一个命题 p被称为是伦理中立命题，如果对于行为(ap， b¬p)总有 a ~ b。 这里，a， 
b∈ O。 

 
例如，掷一枚硬币结果为正面朝上和某人的头发总数为奇数这些断言都是伦理中立命

题，因为根据某一行动（比如打赌），由这两个命题所带来的后果在价值（定性方面）上总

是相当的。实际上，(ap， b¬ p)即为(b¬ p， a¬¬ p)，因而，如果 p为一个伦理中立命题，那么
它的否定也是一个伦理中立命题。 

 
定义 4 一个伦理中立命题 p的信念度被认为是二分之一，如果(ap， b¬p) ~ (a¬p， bp)。 

 
定义 5   a和 b之间的价值（定性的）差异相当于 c 和 d之间的价值差异，如果(ap， d¬p) ~ 
(bp， c¬p)， 这里 p为一个伦理中立命题。我们记为 aW b = cW d。 

 
相应地，我们可以作如下定义。 
定义 6   a和 b之间的价值（定性的）的和相当于 c 和 d之间的价值和，如果(ap， b¬p) ~ (cp， 
d¬p)， 这里 p为一个伦理中立命题。我们记为 a⊕ b = c⊕ d。 
 
由定义 5和定义 6，算子⊕和W是选项之间的定性关系，并且可得：如果 aW b= cW d， 
那么 a⊕ d= b⊕ c。 

 
   下面，我们基于以下公理探讨定量价值。 
公理 1存在一个伦理中立命题 p，它的信念度为二分之一。 
公理 2 如果选项 a无殊于 b且选项 b无殊于 c，那么选项 a无殊于 c。 
公理 3 (a， b， c)∃(x) (a W x = bWc)。 
公理 4 (a， b) ∃ (x) (aW x = xW b)。 
公理 5 如果 aW b= cW d， 且 cW d= eW f， 那么 aW b= eW f。 
公理 6 Archimedes 公理。 若 cW df  aW b，存在一个正整数 n，使得 a'f  cW d，这里 a'为
n个 aW b的价值和。 

 
拉姆齐在这些公理前面阐明了以下观点（参见[1]）：让我们把任何一个在等同程度上好

于一个给定世界的所有这些世界的集合称为一个值：我们假定世界α好于β，那么任何一个
其值等于α的值的世界都好于任何一个其值等于β的值的世界，并且我们将说α的值大于β的



值，“大于”这个关系把值排列成一个有序列。同时，公理 2表明无殊关系具有传递性。由
此可见，拉姆齐已经假设了当事人的偏好关系“≧”是弱序。 

 
根据公理 1， 定义 5和定义 6是有意义的。值得注意的是，拉姆齐在文献[1]中列举了包

括上述公理的八个公理，其他的两个其中之一实际上为定义 5，该定义是在公理 1的条件下
所定义的，本文将把它作为一个定义而运用到论证之中。另外一个为连续性公理，它假设了

级数都有极限，下文我们将证明有关极限的存在，因此，在本文的公理中也没有将它纳入其

中。 
 
3  效用函数及其性质 
 
根据定义 4，令 a无殊于 b，那么当事人由二分之一的信念度所引导的行为是把价值（定
性的）上总是相当的赌注押在 p（p是伦理中立命题）或¬p，他的态度是把赌注押在哪一方
完全无所谓。这时，我们说由二分之一的信念度所引导的行为的效用（定量价值）为零。令

b0的效用为零，b1(b1f  b0)的效用为 1。由公理 4，存在一个 a1，且 a1的效用为 1/2。故存在
两个分割元：a1W b0和 b1W a1，其中每个分割元的效用为 1/2。同理， 对于(a1， b0)和(b1， 
a1)，分别存在 a2和 a3，并且 a2和 a3的效用为 1/4，这样对于 b1W b0来说存在四个分割元： a2W 
b0、 a1W a2、a3W a1和 b1W a3，其中每个分割元的效用为 1/4。继续 n步这样的程序，我们
便可将 b1Wb0 分割为 2^n 个元素，并且其中的每个元素的效用为 1/2n。我们称{ai}，i=1， 
2， …， 2n，为 b1 Wb0的一致分割。根据公理 5，价值差异的相等关系具有传递性，这样
我们便得到一个正单位，它存在一个具有 2n个元素的一致分割，其中每个元素的效用为 2-n。

进一步，由公理 3，存在 d1，使得 b0 Wd1= b1 W b0，故 d1 的效用为-1。根据上述定理，存
在 b0Wd1的一个具有 2n个元素的一致分割，并且其中的每个分割元的效用是-2-n。所以，我

们同样也可以得到一个负单位。 

  
有了这些单位，我们可以度量任何选项的定量价值，就象分别用“米”作为长度单位和

“克”作为重量单位来度量物体的长度和重量一样。 

 
令 b0(d0)，b1和 d1的价值分别为 0，1，-1，bi为 i（i= 0， 1，…， m）个 b1W b0的价

值和，dj为 j（j= 0， 1， …， n）个 d1W d0的价值和，这样。bi和 dj的效用分别为 i和-j。
由公理 6，对于任意 c，c∈ O，当 cf  b0时，存在正整数 r+1，r ≥ 0， 使得 br+1 f c≧br； 当
b0f  c时，存在正整数 r+1，r ≥ 0， 使得 dr f c≧dr+1。 

 
定义 7 令{ai}， i=1，2，…， 2n为正单位或负单位的一个一致分割，b0(d0)， b1和 d1的价

值分别为 0， 1， -1， Lc(n)为最大的 k，使得:  
(i) ⊕i=0

k ai≦ c W br，如果 c≧ b0。 这里 br为一个后果，且有 br+1 f c≧br; 
(ii) ⊕i=0

k ai≧ dr W c，如果 cp  d0。 这里 ds为一个后果，且有 dr f c≧dr+1。 

 
定理 1 令 n→∞， 那么 Lc(n)/ 2n的极限是存在的。 
证明。 对于任意正整数 n，令 t为最小的正整数，它使得： 
(i) ⊕i=1

t ai f c W br， 如果 c ≧ b0。这里 br如上述定义， 
(ii) ⊕i=1

t aip  dr W c， 如果 cp  d0。这里 dr如上述定义。 
显然 Lc(n)= t-1。不妨假设 m> n， 那么我们有 Lc(m)≤ 2m-n (t+1)。这样有， 
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因此， Lc(n)/ 2n (n →∞)的极限是存在的。证毕。 

 
现在，我们可定义一个效用函数如下： 
定义 8 令 v(c)为后果 c 的效用，  
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这里 r为 b_r 的效用， 且 br+1 f c≧br，-r 为 d_r 的效用， 且 dr f c≧dr+1。 

 
定理 2  f ≧g当且仅当 v(f) ≥ v(g)。 
证明。 （i）假设 f≧ b0，且 g≧ b0。如果 br ≦f，  g p br+1，那么根据定义 7 有，f≧g
当且仅当 Lf(n)≥ Lg(n)。因此， f≧ g 当且仅当 v(f) ≥ v(g)。如果 br≦ fp  br+1 且 bs ≦ 
g p bs+1， 那么，f≧ g当且仅当 r≥ s，进而当且仅当 v(f) ≥ v(g)。 （ii）假设 f p  b0， 且
gp b0。 如果 ds ≧f， gf  ds+1， 那么，f≧g当且仅当 Lf(n)≤ Lg(n)。 因此，f ≧g当且仅
当 v(f) ≥ v(g)。如果 ds ≧f fds+1且 dt ≧gfdt+1， 那么，f ≧g当且仅当 s< t， 进而当且仅
当 v(f) ≥ v(g)。 （iii） 最后，假设 f≧ b0且 g≦ b0，那么由定义 8， 结论显然成立。证毕。 
 
定理 3  v(a)= v(b)当且仅当 v(a)+ v(c)= v(b)+ v(c)。 
证明。 定义 8直接可得到。证毕。 

 
有了效用函数，我们就可以象拉姆齐那样定义信念度：如果(v(a)p， v(a)¬p) ~ (v(b)p， v(c) 

¬p)，那么命题 p的信念度为
)c(v)b(v
)c(v)a(v

−
−
。这时，行为(v(b)p， v(c) ¬p)的期望效用就为 v(a)。

同理，如果(v(a')p， v(a')¬p) ~ (v(b')p， v(c')¬p )，那么行为(v(b')p， v(c')¬p )的期望效用就为
v(a')。由定理 2，我们选择前者当且仅当 v(a)≥ v(a')。 

 
4  结语 
 
基于拉姆齐公理，本文证明了存在一个效用函数，从而明确了价值的度量方法。进一步，

本文阐明了效用具有如下性质：首先，定理 2展现了定性价值与效用这两个概念之间的逻辑
关系： 效用合理地表达了定性价值，换句话说，效用这一定量结果并没有扭曲偏好的序关
系，即选项之间的效用的大小关系与偏好的序关系是一致的；其次，定理 3阐明了效用具有



可加性。 
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Abstract：This paper shows that there exists a utility function based on some Ramsey's concepts and a 

set of his axioms。The utility function servers as a quantitative concept for values and it properly 

represents qualitative values。 
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