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内容提要：本文对学界普遍认可的命题逻辑语法完全性问题重新进行分析，认为：命题逻辑的语法完全性在逻

辑上是一个关于形式系统和语义模型之间关系的二元谓词，是与具体的命题逻辑形式系统联系在一起的；指

出：公理数有限、有代入规则的命题逻辑公理系统具有语法完全性；证明：由公理模式和分离规则构成的命题

逻辑公理系统不具有语法完全性。 
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1  命题逻辑是否是语法完全的     

形式系统的完全性问题是逻辑系统重要的元理论问题之一。一般而言，有如下三种意义的

完全性：1、一个形式系统如果对于其中的任一公式α，或者α在系统中可证，或者 α¬ 在系

统中可证，则称该系统是古典完全的；2、如果把系统中的任一不可证公式作为公理增加到已

有的系统中将导致系统的不协调，则称该系统是语法完全的（或绝对完备的）；3、如果在一

个形式系统的所有模型中都真的公式在该系统中都可以得到证明，则称该系统是语义完全的

（相对完备的）。命题逻辑具有语义完全性。但因为命题逻辑系统中含有命题变元，从而不具

有古典完全性。 

命题逻辑是否具有语法完全性呢？《现代逻辑辞典》中认为命题逻辑具有语法完全性[1]。

几本有影响的逻辑教材如王宪钧先生所著《数理逻辑引论》（新旧版）、莫绍揆先生所著《数

理逻辑教程》、张尚水先生所著《数理逻辑导引》、陈慕泽先生所著《数理逻辑教程》等均认

为命题逻辑具有语法完全性。只不过在叙述上大同小异： 

王宪钧先生：命题逻辑是语法完全的。如果把一不可证的公式作为公理，其结果将是不一

致的[2]。 

莫绍揆先生：当把“原子命题”理解为命题变元时，上述永真公式的公理系统（指命题逻

辑系统）有绝对完备性[3]。 

张尚水先生：如果在 P（指命题逻辑系统）中加进一个不可证的公式 作为公理，那么

结果所得的系统是不协调的

A
[4]。  

陈慕泽先生：如果在 P（指命题逻辑系统）中加进一个不可证的公式（模式）作为公理

（模式），那么所得的系统中是不一致的[5]。 

但我们倘若从另外一个角度（即现代逻辑中被广泛使用的证明系统语义完全性的极大协调

集方法）来研究这一问题，就可以发现如下命题逻辑系统不是语法完全的。 

我们称由公理模式：  ))((:1 ABAAx →→
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                                  ))()(())(((:2 CABACBAAx →→→→→→

                                 ))(()(:3 ABABAAx →¬→¬→→¬  

和分离规则构成的命题逻辑系统（形式语言与一般的命题逻辑公理系统相同）为形式系统

（显然，该系统具有通常的命题逻辑可靠性和语义完全性）， 那么有： L

命题 1  命题逻辑形式系统 （相对于通常的二值命题逻辑语义模型）不是语法完全的。 L

证明：实际上就是要证并非在命题逻辑形式系统 中加入任一不可证的公式则系统不协

调。那么，只要证明存在某一（某些）不可证的公式，将它们加入命题逻辑形式系统 中后并

没有导致系统的不协调即可。 

L
L

首先，可以证明命题逻辑形式系统 中存在公式L α， ├╱         L  α且α协调 。实际上所有

中可满足但不是有效的公式，如

L
p、 qp→ 等，都是这样的α。 

因为α不是有效的，所以根据命题逻辑的可靠性定理有：├╱         L  α； 

因为α是可满足的，所以 α¬ 不是有效的，根据命题逻辑的可靠性定理有：├╱         L  α¬ ，

假定α不是 协调的，则存在公式L β ，使得α├L β 并且α├L β¬ ，这样则与├L¬ α ,矛盾。

所以α是 协调的。 L

由 Lindenbaum 定理知，任何协调的公式集都能够扩充为极大协调集[6]。所以由上述的α
公式可以扩充得到一极大协调集 。其扩充过程为： ∗Σ

因命题逻辑形式系统 中的公式集 是可数无限集。令 L )(LForm

                     LL ,,,,, 210 nAAAA

是所有 公式的一个排列。定义L )(LFormn ⊆Σ 的无限序列如下： 
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由极大协调集的扩充过程可以很显然地知道所有命题逻辑的永真式是包含在任一极大协调

集 之中的。由命题逻辑形式系统 的可靠性知，系统 中的所有定理是包含在极大协调集

之中。 

∗Σ
∗

L L
Σ

而极大协调集是封闭于形式可推演的，即对于任何公式 ，若A ∗Σ ├L A，则 。 A∈ ∗Σ

这样在极大协调集Σ 中，既包含系统 的所有定理，又包含系统 中不可证但协调的公

式

∗ L L
α，还特别包括系统 增加一不可证的公式L α后所能推出的所有公式。 

这说明在系统 增加一不可证的公式L α并没有导致不协调。 

因此，命题逻辑形式系统 不是语法完全的。 L

这样，关于命题逻辑的语法完全性就得出了两个截然不同的结论。那么，如何解释这一看

似矛盾的问题呢？ 
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2  公理、公理模式和代入规则 

    现代命题逻辑系统中，通常有三类初始符号：①命题变元： ；、、、 Lrqp ②命题联结词：

③技术性符号：（，）。由这些初始符号按照形成规则产生命题逻辑的合

式公式，例如：

；、、、、 ↔→∨∧¬
p tsrqqp ↔∨→∧ )(、

L、、、

、

；、、、 LCBA

等。这些初始符号和合式公式成为系统内语言。

有时为了研究系统内公式的性质以及叙述和言说的方便，我们还引入一些符号（例如大写字母

或 γβα ）来表示系统中的任一合式公式。例如用 表示任一合式公

式，用 表示任一蕴涵式等。 或

A
L、CB→ L、C、、BA 、、 γβα 不是系统内语言，而是系统

之外的语言。相对于这种内外关系和研究与被研究的关系，有时也将系统内语言称之为对象语

言，将系统外的研究语言称为元语言。 

现代命题逻辑由于各自的出发点和处理方法的不同，所建立的公理系统也千差万别，尽管

可以证明它们是相互等价的。在诸多不同的命题逻辑系统中，若以公理数量来加以区分的话，

那么大体可以分为两类；一类是公理数有限的形式系统，例如罗素的命题逻辑公理系统；另一

类是公理数无限的形式系统，例如上述的命题逻辑公理系统 。在公理数有限的系统中，公理

是用对象语言叙述的，例如罗素系统（改进后的）中的四条公理是： 1 ，

， ，

L

p
ppp ⊃∨、

qpq ∨⊃、2 pqqp ∨⊃∨、3 )()(4 rqprq ∨⊃∨⊃⊃、

L
1Ax

(()(()), tpqsrp

。在公理数无限的形式系

统中，公理假如仍然用系统内语言叙述的话，就非常困难，因此采用元语言来叙述，即使用公

理模式来描述这无穷多条公理。如上述形式系统 中的三条公理模式。每一条公理实际上描述

了所有具有该形式的合式公式都是公理。例如凡是具有公理模式 形式的

公式都是系统的公理。诸如 (
))( AB→

)))s∨
(: A→

() r→(qp ∧↔→∨→→ 等。莫绍揆

先生的《数理逻辑教程》、张尚水先生的《数理逻辑导引》、陈慕泽先生的《数理逻辑教程》

所用的命题逻辑公理系统均采用公理模式的形式。 

在公理数有限的形式系统中，推理规则一般有代入规则和分离规则，在使用公理模式的系

统中其推理规则只有分离规则。如果仅限于系统内的推演能力而言，公理加代入规则的推演能

力和公理模式的推演能力是相同的，因此这样的系统所得到的定理集是相同的，即系统等价。

但在证明系统的元理论方面，采用公理模式的形式系统有其方便之处。例如在证明系统的定理

都有某一性质时，一般是先证明公理（公理模式）具有该性质，然后证明所有的推理规则保持

该性质。这样，在公理数有限的形式系统中，在第二步就必须证明代入规则和分离规则都能保

持该性质，一般情况下，对代入规则的证明在技术上是比较烦琐的；而在采用公理模式的形式

系统中，在第二步只须证明分离规则能保持该性质即可。对形式系统的这一改进归功于著名逻

辑学家、计算机科学理论学家冯•诺意曼[7]。 

通常说“某某系统具有完全性”或“某某系统不具有完全性”，往往让人产生一种误解，

即系统的完全性概念是一个性质概念，即逻辑上的一元谓词。其实不然，实际上，完全性概念

是个二元谓词。完整地表述应为“某某系统相对于某一（某些）模型具有完全性”或“某某系

统相对于某一（某些）模型不具有完全性”。例如命题逻辑形式系统相对于经典命题逻辑模型

是完全的，但正命题逻辑形式系统相对于经典命题逻辑模型就不是完全的，因为含有否定符的

有效式就不是正命题逻辑形式系统的定理；正命题逻辑形式系统相对于正命题逻辑模型是完全

的。而通常的表述只是一种省略的说法。而且命题逻辑的完全性也跟具体的形式系统联系在一

起，单纯地说“命题逻辑具有完全性”或“命题逻辑不具有完全性”是不确切的。而应表述为

“命题逻辑形式系统张三具有完全性”或“命题逻辑形式系统李四不具有完全性”等。系统的

“可靠性”也和“完全性”一样是个关于形式系统和模型之间关系的二元谓词。而语法完全性

也是和“可靠性”密切相连的。因此，上述问题的症结就在于所谈论的命题逻辑形式系统不
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同。如果我们将王宪钧先生所述的命题逻辑形式系统记为 ，则《数理逻辑引论》中所表述

的是： 
wP

定理 2  命题逻辑形式系统 （相对于通常的二值命题逻辑语义模型）不具有语法完全

性。 
wP

为了便于说明问题，我们将其中的证明引述如下： 

证明：设在 在命题演算里不可证。因凡重言式皆可证，所以 不是重言式。设A A B为

的合取范式，则

A
B不是重言式。设 B为 nBBB ∧∧∧ L21 ，则要有一 ， 不是

重言式。所以，在 里，不可能有一变项

)1( niBi ≤≤ iB
iB π ，π 和 π¬ 都作为支命题出现。 的支命题中，

虽然有些是否定的，有些是肯定的，但是命题变项不相同。例如
iB
srqp ∨¬∨¬∨ 。 

假若把 作为公理，因A B是 的范式，则A B可证。所以，根据├ pqp →∧ ， 可证。 iB

如以 代入 中的肯定支命题，以p iB p¬ 代入 中前面带有否定符的命题变项，例如在iB
srqp ∨¬∨ ¬∨ 中进行这样的代入，则可得 pppp ∨¬¬∨¬¬∨ 。销去双重否定，则得一

命题变项的析取，例如 pppp ∨∨∨ 。所以如 可证，则iB pppp ∨∨∨ 可证。 

根据公理 1，├ ppp →∨ ，则 p可证。如 p可证，则 p为一定理，即├ p。如用 代

入

A
p，可得├ 。如再用 代入A A¬ p，又可得├ A¬ 。如 p可证，则 及 皆可证，这是逻

辑矛盾。 
A A¬

所以，如将一不可证的公式 作为公理，则将导致逻辑矛盾。命题演算具有语法意义下的

完全性

A
[7]。 

对比一下定理 1 和定理 2 的证明，我们可以看出，在定理 2 中使用了代入规则。容易看出

在有代入规则的系统中加进一不可证的公式α作为公理，实际上就同时将公式α及其否定 α¬
加入到系统中了。因此必然导致系统的不协调。 

而命题逻辑形式系统 的公理是用元语言叙述的，采用的是公理模式，其中不再需要代入

规则，这样定理 1 和定理 2 的结论自然就不相同了。 
L

但是在莫绍揆先生所著《数理逻辑教程》、张尚水先生所著《数理逻辑导引》中，由于其

形式系统都采用的是公理模式形式系统，其中推理规则只有分离规则而没有代入规则。那么，

他们的系统语法完全性是如何得出的呢？ 

莫绍揆先生的证明和王宪钧先生的证明其思路大体相同，其中使用了代入规则。张尚水先

生的证明和王宪钧先生的不同，其证明如下： 

由 是不可证的，根据定理 8.2， 不是重言式，对某个真值赋值A A σ ， ⊥。对 中

出现的每个命题变元，依赋值

=σA A
σ 指派的真值是⊥还是 T 而作代入，对σ 指派真值 T 的命题变

元代以公式 ，对)( BB→ σ 指派真值⊥的命题变元代以公式 )(B→ B¬ 。对 中的命题变元

作这样的代入，结果所得的公式 是一常假的公式，与

A
'A )B→(B¬ 等值。因为 是作为公理

加入系统中的，由 可证而 可证，因而

A
A 'A )( BB→¬ 是可证的，由 )B(B→¬ 可证得├ B和

├ B¬ 。因此这新的系统是不协调的[8] 

由这一证明我们不难看出，其中间接使用了代入规则。由于张尚水先生、莫绍揆先生的形

式系统没有代入规则，而在元定理证明中却使用了代入规则，这显然是不妥的。 

 4



陈慕泽先生可能已经认识到其中的不妥，所以在其叙述中就对定理进行了修改。其证明大

体类似张尚水先生的证明。因为他将所加入的不可证公式改为公式模式，其证明就避免了使用

代入规则。这样就与其采用公理模式的形式系统相协调。但这实际上已经改变了语法完全性的

概念。因为语法完全性指的是加入一不可证的公式，而不是公理模式。而在此定理的证明之后

陈慕泽先生也接着指出：对任一公式 （注意，这里元语言变项 指的是公式，而不是公式

模式），如果 在中不可证，则把 作为公理加入到系统中不会导致不一致

A
A

A
A¬ [9]。 而这就与定

理 2 所表达的完全一致了。 

与此相关的另外一个问题是，我们必须注意公式 （或公式集）相对于某一形式系统A Ω
的协调性与将 作为公理加入形式系统A Ω而得到的新形式系统

'Ω 的协调性是不能混淆的。 

一个简单的例子是：命题变元 p相对于命题逻辑形式系统 是协调的。因为假设wP p相对

于命题逻辑形式系统 不是协调的，则一定存在公式wP α ， p ├pwα 且 p ├pw α¬ ，由此可得

├pw p¬ ，而这显然是不成立的。所以命题变元 p相对于命题逻辑形式系统 是协调的。但将wP
p作为公理加入命题逻辑形式系统 而得到新的命题逻辑形式系统 则是不协调的。因为

对
wP

'
wP

p使用代入规则可得 p¬ ，这样 p和 p¬ 在新系统中均可证。其中的关键是在命题逻辑形式

系统 中从一个公式（或公式集）的演绎（推演）对于代入规则是加以限制的，而公理（定

理）对代入规则是不加限制的。由此我们也可以得出：倘若我们在新命题逻辑形式系统 中

对代入规则加以限制使用，即只可对 中的可证式使用，则新命题逻辑形式系统 也将是协

调的。 

wP
'

wP
wP

'
wP

从上述四本教材关于命题逻辑形式系统和形式系统的语法完全性的讨论，可以看出一个基

本的发展脉络来：王宪钧先生的《数理逻辑引论》其形式系统是有代入规则的、公理数有限的

系统，系统具有语法完全性；莫绍揆先生的《数理逻辑教程》和张尚水先生的《数理逻辑导

引》其形式系统是采用公理模式的系统，但在语法完全性的讨论中实际上仍然采用的是有代入

规则的系统；陈慕泽先生的《数理逻辑教程》其形式系统也采用的是公理模式的系统，其语法

完全性的讨论也遵循所用系统的规则，但改变了语法完全性的内容。可以推测，在采用公理模

式的命题逻辑形式系统中关于该系统的语法完全性的讨论将使用本文定理 1 的表述，应是大势

所趋。 

3   结论 

    由上述讨论可以得出： 

    一、命题逻辑的语法完全性是一个关于形式系统和语义模型关系的二元谓词，是与一具体的

命题逻辑形式系统联系在一起的。 

       1、在公理数有限、有代入规则的命题逻辑公理系统中若加入任一不可证的公式作为公

理，则新系统不协调； 

2、在公理数有限、有代入规则的命题逻辑公理系统中若加入一不可证、但协调的公式作

为公理，若限制代入规则的使用，即只有原系统的可证式才能使用代入规则，则新系统协调； 

3、在由公理模式和分离规则构成的命题逻辑公理系统中若加入一不可证、但协调的公式

作为公理，则新系统协调； 

4、在由公理模式和分离规则构成的命题逻辑公理系统中若加入任一不可证的公式模式作

为公理，则新系统不协调。 
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因此， 

1、公理数有限、有代入规则的命题逻辑公理系统具有语法完全性； 

2、由公理模式和分离规则构成的命题逻辑公理系统不具有语法完全性； 

3、公理数有限、有代入规则但限制使用的命题逻辑公理系统不具有语法完全性； 

       4、由公理模式和分离规则构成的命题逻辑公理系统，若加入不可证公式模式，则具有语

法完全性。 

二、建议在新版的数理逻辑教材中形式系统采用使用公理模式的系统，并在关于该系统的

语法完全性讨论中使用本文的定理 1。 
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The question of syntactic perfectibility on propositional logic 
 

Du Guo-ping1,2 

(1.Nanjing University. Nanjing 210093,China; 2.Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing 

210016,China) 

 

Abstract:This essay reanalyses the question of syntactic perfectibility on prepositional logic generally 

accepted in educational circles. I believe that syntactic perfectibility on prepositional logic is a dyadic 

predicate about formal system and semantic model, and it connects with concrete formal system of 

prepositional logic. I think the formal  axiomatic system of propositonal logic that has limited axioms and the 

rule of substitute possesses syntactic perfectibility.  And I prove the formal axiomatic system of prepositional 

 6



logic that is made up of Axiomatic Mode and the Rule of Detachment does not possess syntactic 

perfectibility. 

 

Key words:  prepositional logic, syntactic perfectibility,  the rule of uniform substitution,  axiomatic 
mode. 
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